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Presentacion

Los temas de este libro estan disefiados para cumplir el programa de estudio de un
curso de relaciones funcionales —Matematicas I\V— para bachillerato. La estructu-
ra del contenido cumple los principios basicos de la Reforma Integral de la Educacién
Media Superior (RIEMS) cuya finalidad es que el estudiante de este nivel adquie-
ra una educacion de calidad que le permita alcanzar las unidades de competencia
necesarias a través de saberes especificos (conocimientos, habilidades y actitudes)
que le faciliten la tarea de vincular lo aprendido en la escuela y su entorno pero, ade-
mas, que tenga argumentos sélidos para estudiar cursos posteriores de matematicas
—como célculo—, o bien, relacionarlos con las otras &reas del conocimiento.

El texto se ha desarrollado con un enfoque constructivista centrado en el apren-
dizaje, de tal forma que sea un buen apoyo didactico para que las maestras y maes-
tros tengan los elementos necesarios que les ayuden a corroborar los indicadores de
desempefio y las evidencias de aprendizaje significativo en su proceso de planeacion,
ejecucion y evaluacion de clase.

La presentacidn de los temas esta organizada como sigue:

El blogue 1 destaca las caracteristicas matematicas que definen las relaciones en-
tre dos cantidades variables, haciendo énfasis especial en las de caracter funcional.

El bloque 2 define y describe los tipos de funciones matematicas, y las operacio-
nes y transformaciones algebraicas y geométricas entre ellas.

En los bloques 3, 4 y 5 se estudian las funciones polinomiales hasta de grado
4, profundizando en el analisis de los modelos lineales y cuadraticos. Se desarrollan
procedimientos numéricos, algebraicos y geométricos para obtener los ceros de los
polinomios.

En el blogue 6 se estudia el comportamiento de las funciones racionales y la
existencia de asintotas en éstas.

En los bloques 7 y 8 se abordan las funciones exponencial y logaritmica, y las fun-
ciones periddicas seno y coseno.

Deseo con sinceridad que esta obra sea Util para convencer a los estudiantes de
la importancia que tienen las competencias en su desarrollo personal y académico;
de no ser asi, la Reforma Integral, propuesta por las instituciones educativas, y el
esfuerzo pedagogico de las maestras y maestros —quienes en su quehacer cotidiano
tienen la gran responsabilidad de implantar las competencias en el aula— resultaria
estéril.

Agradezco profundamente la confianza y la oportunidad de compartir este es-
fuerzo, deseando el mayor de los éxitos para todos los involucrados en la noble y
honrosa mision que es la educacion.

René Jiménez



Competencias

Las competencias son la integracién de habilidades, conocimientos y actitudes
que adquieren las personas con el propdésito de resolver exitosamente las situa-
ciones que se les presenten en un contexto determinado.

Competencias genéricas

Las competencias genéricas del bachiller se refieren a la capacidad de res-
puesta que éste tiene y que le permiten comprender e influir en su entorno
(local, regional, nacional e internacional), contar con herramientas basicas
para continuar aprendiendo a lo largo de la vida, y convivir adecuadamente
en los diferentes &mbitos.

El proposito fundamental de Matematicas 1V es desarrollar en los es-
tudiantes las siguientes competencias genéricas:

* Seconoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

* Essensible al arte y participa en la apreciacion e interpretacion de sus
expresiones en distintos géneros.

* Elige y practica estilos de vida saludables.

* Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos con-
textos mediante la utilizacion de medios, cédigos y herramientas
apropiados.

* Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de
métodos establecidos.

*  Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia ge-
neral, considerando otros puntos de vista de manera critica.

*  Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.

* Participay colabora de manera efectiva en equipos diversos.

*  Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversi-
dad de creencias, valores, ideas y practicas sociales.

e Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica, con acciones
responsables.



Competencias disciplinares

Se refieren al desarrollo académico del estudiante que le permite participar
de forma activa en la sociedad del conocimiento, y continuar asi sus estu-
dios superiores, tal como se enuncian a continuacion:

Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion
de procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprensién y analisis de situaciones reales, hipotéticas o
formales.

Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes
enfoques.

Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos
matematicos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones
reales.

Argumenta la solucién obtenida de un problema con métodos nu-
méricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el lenguaje
verbal, matematico y el uso de tecnologias de la informacion y la
comunicacion.

Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o
natural, para determinar o estimar su comportamiento.

Cuantifica, representa y contrasta experimental o0 matematicamente las
magnitudes del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo
rodean.

Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un
proceso o fendmeno, y argumenta su pertinencia.

Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos
matematicos y cientificos.



Evaluacion diagnostica

Encuentra la solucion para cada una de las siguientes propuestas y anétala en la
columna de la derecha.

Propuesta Solucion
1. Escribe si es verdadera o falsa la propiedad de la siguiente igualdad:
(x+y)(a+h)=x(a+b)+y(a+b)
2. Escribe la siguiente expresidn sin paréntesis: —§(2x —4y)
, - - 3-2(-93)
3. Efectla la siguiente operacion: x = iz
3
4. Di si la siguiente desigualdad es verdadera o falsa: —7 <x <-1
5. Efectia la siguiente operacion: d = \/(—1— 3)? +(-2+4)?
6. Escribe en términos de desigualdad algebraica la siguiente expresion: x es
menor que —1 y mayor que —4.
7. Escribe en términos de desigualdad algebraica el siguiente intervalo
(oo, 5]. Observa la grafica.
1 ]
0 5
8. Expresa la desigualdad con escritura de intervalos y realiza la gréfica co-
rrespondiente en la recta numérica; -3 <x < 2.
]
0
9. Evalua la siguiente operacion: ||—3|— |—12||
10. Escribe la solucion de la ecuacion: 3 —2x =0.
11. Escribe la solucion de la ecuacion: x2—2x — 3 =0.
12. Escribe la pendiente y la ordenada en el origen de la recta:

y=2-3X

(Continta)



Evaluacion diagnostica

(Continuacién)

Xi

13. Lagrafica que corresponde a la ecuaciony = 2 — 3x es:

\ N

Voo A

a) b) ) d)

14. Lapoblacién de una ciudad en el afio 2000 era de 30,000 personas, si crece
550 personas por afio, escribe un modelo algebraico para calcular la pobla-
cidn en cualquier afio posterior al 2000.

15. Selecciona y escribe la ecuacion que representa una parabola:

a) y= b) y=v9-x°
) y=vVx’- d) y=+9+x

O
oL
O Rm

16. Seleccionay escribe la ecuacion que representa una circunferencia:

a) y= b) y=v9-x°
) y=vx’- d) y=+9+x

[{e]
+
[{e] HN

17. Seleccionay escribe la ecuacion que representa una elipse:

a) y=v9+x b) y=%\/9—x2
) y=+vx*-9 d) y=+9+x

18. Escribe la ecuacién de una recta paralela al eje x que estd 3 unidades por
debajo de éste.

19. Escribe la ecuacion de una recta paralela al eje y que esta 3 unidades a la
izquierda de éste.

20. Determina el punto de interseccion de las rectas:

4x-y—-3=0 y 2x-y+1=0
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Relaciones y funciones

Una funcion es una regla de
dependencia entre dos cantidades
variables. Por ejemplo,

el desplazamiento de un mévil es
una funcion del tiempo.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

Construir e interpretar modelos algebraicos y graficos aplicando relacio-
nes funcionales entre magnitudes, para la representacién y resolucién de
situaciones y/o problemas tedricos o practicos, concernientes a su vida co-
tidiana y escolar, que le permiten comprender y transformar su realidad.
Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de modelos
funcionales, en el contexto de las situaciones reales o hipotéticas que
describen.

Interpretar diagramas y textos que contienen simbolos propios de la nota-
cidn funcional.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirird los conocimientos que le permi-
tiran:

Comprender la diferencia entre relaciones y funciones.

= Enunciar las caracteristicas de una relacion y una funcion.

= |dentificar el dominio y el rango de una funcion.

Representar, combinar y transformar funciones de formas distintas y equi-
valentes.

Clasificar las funciones como:

= Algebraicas y trascendentes.

= Continuas y discontinuas.

= Uno a uno, sobre y biyectivas.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Reconocer una relacion o una funcion a partir de su descripcion numérica,
gréfica o algebraica.

Obtener el dominio y el rango de una relacion o funcidn, en representacio-
nes diversas.

Obtener la imagen de un elemento del dominio a partir de la regla de
correspondencia.

Determinar los tipos de funcion con que esta trabajando y utilizar sus ca-
racteristicas especificas.

Resolver operaciones con funciones.

Utilizar la nocidn de funcién en situaciones cotidianas relacionadas con
magnitudes.

Actitudes y valores

Al finalizar el bloque, el alumno serd competente para:

Mostrar disposicién para involucrarse en actividades relacionadas con la
asignatura.

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus comparieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerar los de otras
personas.

Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Utilizar los criterios que definen a una funcion, para establecer si una rela-
cion dada es funcion o no.

Describir una funcion empleando diferentes tipos de expresiones, y com-
prender su dominio y rango.

Emplear la regla de dependencia de una funcién y los valores del dominio
para obtener el rango correspondiente.
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e Aplicar diferentes tipos de funciones en el andlisis de situaciones.

e Utilizar operaciones entre funciones para simplificar procesos a través de
nuevas relaciones.

e Aplicar las nociones de relacién y funcién para describir situaciones de su
entorno.

Evidencias de aprendizaje

e Reconoce en un conjunto de parejas ordenadas, datos tabulares, graficas
(prueba de la vertical), ecuaciones y diagramas, que las relaciones funcio-
nales solo asocian un valor del rango a cada elemento del dominio.

* Identifica a los primeros elementos de un conjunto de parejas ordenadas
como el dominio de la relacion o funcion, y a los segundos elementos como
rango.

e Realiza célculos a partir de valores especificos del dominio y el rango
asociados mediante una regla de dependencia y expresa sus resultados con
notacion funcional, tablas, graficas y diagramas.

e llustra la nocién de funcién con ejemplos de situaciones cotidianas en las
que estan relacionadas dos magnitudes, e identifica el tipo y caracteristicas
de la funcion correspondiente.

Actividad de aprendizaje significativo

En ciencia siempre que se habla de modelos matematicos de la vida real se refiere
a una funcién o relacion que describe la dependencia entre cantidades variables.

Por ejemplo, el modelo de
la grafica que aparece a conti-
nuacion describe el comporta-
miento de la temperatura del
agua cuando se abre una llave
de agua caliente. Escribe lo que
la ilustracion te dice de acuerdo
a los intervalos de tiempo indi-

cados. 1 2
Tiempo

A Temperatura

Secuencia didactica

* Analiza como es la temperatura inicial del agua comparada con la del medio
ambiente.

» Concluye qué ocurre con la temperatura del agua en cada uno de los interva-
los; [0, t], [t,, t,]y [t, t,].

» Comenta con tus comparieros si este modelo grafico es valido como parte de
lo que ocurre en la realidad o si es necesario contar con datos numéricos.



Relaciones y funciones Bloque 1

Trabajo colaborativo

Utilicen el sistema coordenado contiguo para trazar la gréafica de la actividad
en mencion, valiéndose de un termometro para medir la temperatura del agua a
intervalos de 20 segundos y enseguida escriban sus conclusiones.

A partir de los datos obtenidos, ¢podria escribirse un modelo matematico que
represente el experimento? Coméntalo con tu maestro.

Temperatura
A
0 40 80 120 160 200 240
Tiempo en segundos
Relaciones

Definicién. Se llama relacién entre dos conjuntos A y B a la manera ordenada
de asociar o agrupar los elementos de cada uno ellos. Esta asociacion puede
estar formada por un solo par ordenado, varios o todos los que formen parte del
producto entre Ay B.

Por ejemplo, dos posibles casos de relaciones de las 36 formas de ordenar en
parejas el experimento de lanzar dos dados son los siguientes:

A B A B
°
° r g
[
L] e o
[ o
° o o
o e o
° o O

A es menor que B A es la mitad de B
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Construye tu conocimiento. Reflexiona con tus comparieros, ¢cudl es la dife-
rencia fundamental entre las relaciones del ejemplo anterior?

Recordaras que otra forma de escribir las relaciones anteriores son: {(1,2),
(1,4), (1,6), (5,6)} para el evento menor que y {(1,2), (2,4), (3,6)} para el evento
la mitad de.

Autoevaluacion

Relaciona con una flecha los elementos del conjunto A con los del conjunto B y es-
cribe debajo de cada diagrama la relacién que guardan.

A B A B
Italia América 9 8
Francia Europa 64 -1
Canada Africa 1 +
Japén Asia 36

A B A B
°
1 10 °
°
° °
2 5
o o °
3 15 . ®e
o o °
Funciones

Las primeras ideas del concepto de funcion son muy antiguas, sin embargo el de-
sarrollo mas formal de su significado y su comprension se lo debemos al trabajo
e investigacion de matematicos relativamente mas contemporaneos.



Relaciones y funciones

El primero en definir de forma explicita la relacion entre cantidades variables
y la dependencia entre éstas —el concepto de funcion— fue Johann Bernoulli
(1667-1748), la cual enuncié como sigue:

Se Ilama funcién de una variable a una cantidad compuesta, de la manera que
sea, por esta variable y por constantes.

Mas adelante Leonhard Euler (1707-1783), matematico suizo y discipulo de
Johann Bernoulli, quien hizo un gran aporte a las matematicas y en particular al con-
cepto de funcion, complementd la idea de su maestro ya que su definicion se basa en
la idea de variacién, explicitando muy bien la diferencia entre variables y constantes.

Sin embargo, la definicion actual se la debemos a matematicos que sucedie-
ron a Euler, ya que propusieron un concepto mas refinado. Por ejemplo, hacia
1829 el matematico alemén Peter Dirichlet entiende la funcién como una va-
riable dependiente *“y”, cuyos valores son determinados de una forma definida
segun los valores que se asignen a la variable independiente x.

La razdén de conocer un poco los antecedentes de la definicion de funcion, es
porque los objetos fundamentales con los que se estudia el calculo son precisa-
mente las funciones. Aqui nos prepararemos para analizar las ideas basicas de las
funciones, sus graficas y la manera de transformarlas y combinarlas, atendiendo
a la vez el proceso de usarlas como modelos matematicos de la realidad.

Cuando hablamos de la aplicacién de las funciones como modelos mate-
maticos del mundo real, nos estamos refiriendo a la relacién de dependencia
que existe, por ejemplo, entre la utilidad de un negocio y el precio de sus pro-
ductos, el area de un circulo y su radio, la velocidad de un automovil y la
potencia de su motor, el precio de un articulo y su demanda, etcétera.

Un ejemplo sencillo de estos modelos matematicos es la regla de dependen-
cia que existe entre el area A de un cuadrado y la longitud de su lado x.

X 2 A
X A=x?
0 0
A=x? X 1 1
2 4
x “x

La regla de dependencia del ejemplo anterior se puede escribir en notacion
funcional de la siguiente manera
A(X) = x2 0 bien f(x)=x2

en donde f es la regla elevar al cuadrado, x es la variable independiente, que
define los valores de f (x) que se lee “f de x™ la cual se llama también variable
dependiente.

Bloque 1

7
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Definicion. Una funcion es una regla de dependencia entre dos variables, una
independiente x que define un y sélo un valor de otra que se llama dependiente
y se escribe f (x).

La relacion de dependencia entre las variables se puede representar algebrai-
camente con la notacion

y=f()

Algunos ejemplos de relaciones funcionales los podemos ver en la siguiente
tabla:

Regla de dependencia Notacion funcional
Avrea de un circulo de radio x A(X) = mx?
Raiz cuadrada de un nimero x f(x)= Jx
El ancho y(x) de un rectangulo de area 100 como funcion ()= 100
de largo x Y X
La fuerza necesaria F para estirar un resorte una longitud _
F(x) = kx
x (k es una constante)

Diferencia entre relacion y funcion

jAtencion! Las definiciones de relacion y funcion nos llevan a concluir que todas
las funciones son relaciones pero no todas las relaciones son funciones. Para que
no haya confusion en el significado de la definicion de funcion debemos hacer
hincapié en que para cada valor de la variable independiente x hay exactamente
un y so6lo un valor para la variable dependiente f (x); en las relaciones para un
valor de la variable independiente puede existir 1, 2 0 mas valores de la variable
dependiente. Analiza los siguientes diagramas vistos con anterioridad.

RELACION FUNCION
A B A B
° [ ]
[ ] > °
° [ J
[ ] e o
o O [ J [J
.Q. e o
e o L]
o o ° >® o
S o . o

A es menor que B A es la mitad de B



Relaciones y funciones Bloque 1

Ejemplos:

Evaluacién de una funcién. Evaluar una funcién en un proceso de andlisis significa que un mismo
simbolo de funcionalidad indica una misma ley de dependencia para el nuevo valor de la variable
independiente.

1. Sif(x)=x2+1,evaluarlafunciénen f (2), f(-1) y en f(x@)

Solucién:
Sustituyendo los valores de x en la expresion f (x) = x2 + 1 obtenemos los respectivos valores
de f (x).

S(2)=(2) +1=5
S = (17 +1=2
7(3)=(3) +1=4

2. Si f(x) =2-3x2 encontremos, a) f(x +h),b) f(x+h)—f(x)yc) M
Solucion:
a) f(x+h)=2-3(x+h)’=2-3(x>+2xh+h*)=2-3x" —6xh—3K
b) f(x+h) - f(x)=[2-3(x+h) |-[2-3x |=2-3x" — 6xh—3h> =24 3x* = —6xh— 3K’

0 fe+h)— f(x)  —6xh—3R _ h(-6x—3h) _
h - h B h B

—6x—3h

3. Evaluemos la funcion f(x)=\/; en f (-4).

Solucién:

(-4 = \/Z El valor de \/Z es inadmisible en el campo de los nimeros reales.

Este ejemplo nos ensefia que los valores de la variable independiente x tienen que ser mayores 0
iguales a cero, es decir x = 0 y se llama dominio de la funcién.

4. Evaluemos la funcion f(x):l en f (0).
X
Solucién:
f(0)= 5 =oo La division entre cero en matematicas no esté definida.

Este ejemplo nos ensefia que los valores del denominador x tienen que ser diferentes a cero, es
decir x # 0.

9
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Dominio y rango de una funcion
Dominio. Son todos los valores reales que se le pueden asignar a la variable inde-
pendiente x de una funcién.
Rango. Es el conjunto de ndmeros reales que acepta f (x) conforme x cambia en
todo su dominio. También se le llama imagen de x bajo f.
Una forma Util de conocer, tanto los valores del dominio como del rango de
una funcidn, es imaginar una recta numérica y preguntarse si la expresion alge-
braica de la funcién acepta, primero el cero, luego, cuales nimeros positivos y
finalmente cuéles negativos.
Ejemplos:
1. Hallar el dominioy el rango de f (x) =x2 + 1.
Solucion:
Funcion Dominio Rango
f(x)=x2+1 < : > Cuando sustituimos los valo-
negativos 0 positivos res de x en la ecuacion, f (x) | positivos
Aqui se ve que x puede acep- | toma valores de 1 en adelan- 1
tar cualesquier valor real en | te; por tanto, 0
la ecuacion. i
f (X) >1 negativos
—oc0o < X < o0
2. Hallar el dominioy el rangode f(x)=+vx+1

Solucion:

Funcion

Dominio Rango

f(x)=vx+1

Cuando sustituimos los valo-
res de x en la ecuacion, f (X) | positivos

< | »
< >

.10 "
negativos  positivos toma valores de 0 en adelan- 1
En la ecuacion se ve que | te; por tanto, v
X + 12> 0; por tanto, £(x)>0 negativos

x=>-1
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3. Hallar el dominioy el rango de f(x)= X
x—
Solucion:
Funcion Dominio Rango
1 «—+o0—> Cuando despejamos x en la
Jx)= . 0 2 . ecuacion, f(x) toma valores | positivos
E=2 negativos positivos ; !
L diferentes de cero; por tanto,
En la ecuacion se ve que el 0
denominador X = 2 # 0, por f(x)#0 negativos
tanto, el dominio son todos
los numeros reales excepto
el 2.
X#2
4. Hallar el dominio y el rango del volumen de un cubo como funcién de su lado x.
Solucién:
Funcion Dominio Rango
V(x) = x3 Por la naturaleza del ejercicio x >0 V(x)=0
5. Hallar el dominioy el rango de f(x)=+v9—x".
Solucion:
Funcion Dominio Rango
f(x)= [o_ 2 < . 5 Sustituyendo _Ips valores de
I x en la ecuacién, f(x) toma 3
negativos  positivos valoresentre 0y 3. positivos
En la ecuacion se ve que 0<f(x)<3
0
9 — x2> 0; por tanto, negativos
-3<x<3

Con frecuencia se compara el concepto de funcién con una maquina. Si los
valores de x estan en el dominio de la funcidn, entonces x entra en la maquina
y produce una salida f (x). Uno de los mejores ejemplos de esta analogia son

las calculadoras. Por ejemplo, si oprimimos la tecla \/; nos daremos cuenta

11
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inmediatamente que x tiene que ser mayor o igual a cero, pues de otra forma no
obtenemos respuesta numérica en el campo de los nimeros reales, otro ejem-
plo seria la funcidn trigonométrica f (x) = sen x.

e
- 3o
. e!—,a:::o
23255
Seees
==

Evidencias de aprendizaje

1. Completalatabla dada a continuacién, escribiendo la regla de dependencia en
forma de expresidn algebraica o con tus propias palabras segln corresponda.

x+4
2

a) Sumar 4y luego dividir entre 2. f(x)=

b) Sumar 2 y a continuacion extraer raiz cuadrada.

C) f(x)=2x+1

d) Elevar al cuadrado, restar de 9.

e) y=+v2x-1
f) Multiplicar por 2 y restar el cuadrado de la misma

cantidad.
9) g(x)=1-x"

h) Elevar al cuadrado, multiplicar por 2 y sumar 3.

i) h(x)=§—5

j) Multiplicar por 3, restar de 7 y sacar raiz cuarta.
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Completa cada una de las tablas dadas a continuacion.

Dado f (x) =2 - x, evaltia f (3), £(%), f(-2), f (x+h)

f(3)=2-3=-1 7(3)=

2

f(-2)= f(x+h)=

Dado f (x) = 2x? — 3, evalda f (=2), f (=X), f (1/x), f (x + h)

f(-2)=2(-2)?-3=5 f(=x)=

f(1/x) = f(x+h)=

Encuentra una formula para la funcion propuesta y escribe su dominio.

a) Un rectangulo tiene un perimetro de A(X) Dominio
16 cm. Expresa su area A(x) como
funcién de su largo.

ancho=y A (x)
largo = x
b) Expresa el area de un triangulo equi- A(X) Dominio

latero como funcidn de la longitud de
uno de sus lados. Escribe su dominio.

X

c) Expresa el area de un cubo como AV) Dominio
funcidn de su volumen.

1
}
T X
1
I
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Actividad de aprendizaje significativo

La grafica que aparece enseguida muestra el comportamiento de un depdsito C(t)
en una cuenta bancaria que genera intereses después de t afios.

a) ¢Cual fue la cantidad de dinero que se deposit6 originalmente?
b) Calcula C(12) y escribe una interpretacion de tu calculo.
c) ¢Cuando el saldo es $20000?

C(t)
A

20000
15000
10000

5000

Y

t (anos)

Grafica de una funcion

La forma mas comun de describir una funcion y = f (x) es a través de una gréafica
en el plano coordenado. En otras palabras, esto quiere decir que la visualizacion
de f (x) son los puntos (x, y) en el plano coordenado, tales que y = f (x) esta en
el dominio de f.

La descripcion gréfica de una funcién nos permite tener una imagen mas
objetiva del dominio y rango de ésta sobre los ejes coordenados.

N
<1 [, f()]

y=7f(x

[2.5, (2.5)]

12 3 X X Dominio x
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Ejemplos:

1.

La gréfica de la figura representa una funcién f (x). a) Encuentra
los valores de f(-1) y f(3). b) Halla el dominio y el rango de la
funcion.

Solucion:
a) En la gréafica se observa que cuando x = -1, y = 5; por tanto,

f(-1) =5, ademéas si x = 3, y = 4.2, entonces f (3) = 4.2.
b) Eldominio estaenelintervalo-1<x<7yelrangoen1<y<®6.

YA

xY

123

Bosqueja la grafica de f (x) =2 — x? y encuentra el dominio y rango.

Solucién:
Podemos encontrar la grafica de la funcion elaborando una tabla como
la de la figura y enseguida unir los puntos resultantes.

El dominio son todos los nimeros reales: —oo < x <oy el rango es:

y<2.
X 2—x2 &
2 2
0 2 ! x
1 1
2 2

15
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Formas de representar una funcion

Utilizaremos cuatro maneras posibles de representar una funcion, pensemos por
ejemplo en el area A de un circulo que depende de su radio x. Observa que el
dominio es: x > 0.

VERBAL ALGEBRAICA
(Es una descripcion en palabras) (Con una férmula explicita)
El &rea de un circulo A= 7x?
NUMERICA GRAFICA
(Es una tabla de valores) (Es una visualizacion en el plano)
A A
X A(x) = 7x? 4
0 0
1 w(1)? T =
2 (2)? 4 ol 1 2 §

Prueba de la recta vertical

Una grafica en el plano representa una funcién siempre y cuando una recta ver-
tical la interseca s6lo una vez.

y A

A

Si es funcion

‘/,/

i
N

xY

S

No es funcion

V“//

[

yA

Si es funcion

xVY

&:) ‘
L

No es funcién

x\

yA

\\

Si es funcion

xY
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Evidencias de aprendizaje

1. Determina si cada curva es la grafica de una funcion de x. Escribe el dominio
y el rango de cada curva. La escala de la cuadricula es 1:1.

AN L =l
o T

y A

N

N2

<Y
XY

Dominio:

Rango:

2. Lacurvade la figura muestra el comportamiento de la temperatura T en cierta
ciudad, desde la medianoche hasta el mediodia. EI tiempo t se midi6 cada
dos horas a partir de la medianoche. Une los puntos para trazar la grafica y
completa la tabla de temperaturas que aparece a continuacion.

TA
? t 0 2 4 6 8 10 12
58 o o
54 r )y T
50 7 )
0 2 4 6 8 10 ;t

3. Observa la grafica y la ecuacion de cada una de las siguientes funciones y
escribe en el recuadro en blanco su dominio. La escala de la cuadricula es

1:1.

f(x)=1-2x g(x)=v9—x> h(x)=|x|-x-1 k(x)=

yA yA yA J A k

xY
|
|
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4. La poblacion de cierta ciudad crecio de 1900 a 1950; permanecié mas o me-
nos constante en la década de 1950 y disminuy6 de 1960 hasta el afio 2000.
Traza una gréafica aproximada del comportamiento de la poblacién como una
funcion de los afios desde 1900.

Ndmero de habitantes

_N >

1900 1950 1960 1970 1980 1990 2000 Anos

Funciones definidas por secciones

Estas funciones quedan definidas por expresiones algebraicas diferentes en dis-
tintas partes de su dominio.

Ejemplos:
+1 si x<1
1. Si una funcion f (x) se define por f(x)= {xz Sll *=" Encuentra
su grafica. x si x21
Solucion:

La funcidn esta definida por secciones, es decir, para valores de x me-
nores de 1 su férmula es la recta x + 1y cuando x es mayor o igual a 1
su férmula es la pardbola x2.

x<1 09 -1 -2 -3 A

0 .
fx)=x+1 19 1 0 -1 -2 /'5
x>1 1 2 3 4 5 ik
4

y=x+1 >
f)=x> 1 9 16 25 __/ 1 x
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La funcién valor absoluto f(x)= | x| se define como

x si x=20 .
|x | = ] . Traza su grafica.
—-x si x<0

Solucién:
La funcidn es la recta y = x para valores mayores o igualesa 0y y = —x

para valores menores de cero.

YA

Evidencias de aprendizaje

Encuentra una expresion algebraica para la funcion de la gréafica mostrada a
continuacion. Observa que la funcidn esta dividida en 3 secciones.

r i A
e Six<0 4
c
f)= < si0<x<2
\ 2
L Six>2 1
-10[ 1 2 3 X

Funcion escalén. Una funcion definida seccionalmente como la de la grafica
siguiente se llama precisamente asi, por su forma de escalera. LIdmala C(x) y

encuentra una tabla de valores que la defina.

Ay

Cx) =

Xy

Bloque 1

19
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3. Traza la gréfica de la funcion:

2x+3 st x<-1
x)= .
/6 {3—x si x=>-1
x<—1 v A
f(x)=2x+3
x=>-1 >
X
f(x)=3-x

4. Traza la gréfica de la funcion:

x+2 si x<-1
=1, :
X si x=-1
x<—1 YA
f(X)=x+2
x=-1 >
f(x) = x2

Winplot. Seccion especial

El software Winplot es un programa que distribuye gratuitamente el profesor
Richard Parris, de la Philips Exeter, en New Hampshire, y es una excelente herra-
mienta tecnoldgica que sirve para graficar y analizar funciones matematicas en
un ambiente de Windows. Se puede descargar desde la direccion electrénica:

http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

Para acceder a este programa te sugerimos un acceso directo en la pantalla
de inicio. El icono de Winplot es el siguiente:

A

Secuencia didactica. Los pasos que debes seguir para graficar una funcion son
los que aparecen a continuacion.
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Por ejemplo, obtengamos la grafica de f (x) =x2 - 2.

Hﬁ Winplot
Ventana Ayuda

Paso 1. Abrir el programa

1o Winplot =D

Ayuda
2-dim F2
3-dim F3
Adivinar
Mapping »
Planetas
Abrir (ltimo
Valores predeterminados
Salir

Paso 2. Dar un clic en ventana

o Winplot
Ventana \[1LEY

sinnombre3.wp2 =@ @X N
Ayuda Ecua Ver Bins Una Dos Ayuda Misc

Paso 3. Dar un clic en 2 dim

21
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I Winplot =10 BX
Ventana 7GR -
sinnombre3wp2 == BX N S
Ayuda Ecua Ver Bins Una Dos Ayuda Misc (y=f(x)
SR
Inf DCerrar
Suf 5.000 |
ancrol 1
\ /

Paso 4. Dar un clic en ecua, otro en explicita o y = f(x),
ingresar la funcién como y = xA2 y activar ok.

Nota: dependiendo de la versién del programa, para ingresar la funcioén puede
ocurrir que la opcién diga y = f (x), o bien, diga explicita.

Finalmente te sugerimos explorar y practicar la gran capacidad que tiene el
software para encontrar soluciones gréaficas a diversas situaciones representadas
por funciones matematicas ya que te sera de gran utilidad a lo largo del curso.

Clasificacion de las funciones

La clasificacién de las funciones depende del propésito de cada curso de mate-
maticas, pero en esta ocasion las dividimos de la siguiente manera:

Crecientes y
decrecientes

Algebraicas y
trascendentes

Funciones

Continuas 'y
discontinuas

Uno a uno,
sobreyectivas
y biyectivas
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Funciones crecientes. Una funcion se llama creciente si cuando x crece también
lo hace y = f (x), es decir

Si x, >x, entonces f(x,)> f(x,)

Funciones decrecientes. Una funcién se llama decreciente si cuando x crece

entonces y = f (x) di

y A

sminuye, es decir

Si x, >x, entonces f(x,)< f(x,)

creciente decreciente

fix,)

1
1
1
1
1
1
1 1
1
1
XZ

X
Xy

Funciones algebraicas. Son funciones algebraicas aquellas que resultan de ope-
raciones algebraicas como la adicion, sustraccién, multiplicacion, division y ex-
traccion de raices a partir de polinomios; a su vez éstas se dividen de la siguiente

manera:

Funciones
algebraica

Constantes y=5
Identidad y=x
Lineales y=2x+3
Cuadraticas y=x?

s . s
Cubicas y=Xx
Polinomiales y= x*+2x-3
Racionales y = X3_3

X" +5

Irracionales y=+x+3

23
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Funciones trascendentes. Las funciones trascendentes son las funciones trigo-
nomeétricas, las logaritmicas y las exponenciales y se les llama asi para distin-
guirlas de las algebraicas.

Ejemplos:

f (x) = sen 2x, g(x)=log(1-x), h(x)= e

Funciones continuas. Son funciones que en su dominio no tienen saltos, huecos
o0 interrupciones. Por ejemplo, si trazamos su gréafica con un lapiz, éste no se
despega del papel.

YA

Funciones discontinuas. Estas funciones tienen puntos o intervalos en su domi-
nio que no estan definidos. Por ejemplo, la siguiente grafica de la funcién no esta
definida para x = £2.

yA x?
fix)=——,
4

X #12

xY

Funciones uno a uno o inyectivas. Una funcion f (x) es uno a uno si no hay dos
elementos del dominio x que tengan el mismo rango f (x), es decir

f(x)# f(x,)

Por ejemplo, la funcion f (x) = x® es uno a uno porque dos valores diferentes
para x no pueden tener el mismo valor al cubo. Observa en la gréfica que para dos
valores diferentes de x hay dos valores diferentes de y.

X, =X

siempre que L E X,
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YA

xY

Criterio de la recta horizontal

Un excelente criterio para determinar si una funcidn es uno a uno es que ninguna
recta horizontal debe de cruzar més de una vez su gréfica.

La funcidn f (x) =x2?— 1, no es uno a uno, porque, por ejemplo, f(-2) =3 =
f (2). Observa la gréfica.

XYy

N

Funciones sobreyectivas. Cuando la gréfica de una funcion, como la mostrada
en la figura que aparece a continuacion, se corta en més de un punto mediante
una recta horizontal, la funcién se llama sobreyectiva.

A

. r

Y,

Xy

Bloque 1

25
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Funciones biyectivas. Cuando una funcion no es uno a uno, como f (x) =x2—1,
es posible restringir su dominio de forma que la funcion resultante se convierta
en inyectiva. Si definimos el dominio de f (x) = x2— 1 como x > 0, entonces se
llama funcién biyectiva y su grafica queda de la manera siguiente.

Xy

/

Como puedes ver, la funcion f (x) = x2— 1 puede ser sobreyectiva o inyecti-
va segun se restinga el dominio o no.

Evidencias de aprendizaje

1. Sedalagréficade lafuncion f (x) =4x—x?2 a) Obtén los valores de f (0), f (2)
y f(4), b) determina el dominio, c) escribe los intervalos donde la funcién
crece y donde decrece.

Valores Dominio Intervalos donde crece | Intervalos donde decrece

f(0) =
f(2)=
f(4) =

yA

xY
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2. Se da la grafica de la funcién f(x)=+v9—x>. a) Obtén los valores de
f (=3), T (0) y f(3), b) determina el dominio, c¢) escribe los intervalos donde la
funcién crece y donde decrece.

Valores

Dominio

Intervalos donde crece

Intervalos donde decrece

f(-3) =
f(0) =
f(3) =

yA

-

~

xY

3. Seda la gréfica de la funcién f (x) = x® — 3x. a) Obtén los valores de f (-1),
f(0) y f (1), b) determina el dominio, c) escribe los intervalos donde la fun-
cion crece y donde decrece.

Valores

Dominio

Intervalos donde crece

Intervalos donde decrece

f(-1)=
f(0) =
f(1)=

\Z

xY
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4. Dada la siguiente lista de funciones, clasifica cada una de ellas escribiendo en
el espacio correspondiente si se trata de: un polinomio, una raiz, una racional,
una trigonométrica, una exponencial o logaritmica.

Funcion Tipo de funcion Funcion Tipo de funcion
a) f(x)=V1-¥ b) g(x)=x°
c) h(x)=2x5—x%-2 d) r(x)=log,x
&) s(=t! ) fa)=+1-22
x +2
g) u(x) =sen2x h) y=10*
i) y=senx+tanx j) y:x+x+1

5. Dada la gréfica y la ecuacion de cada funcion, determina si son uno a uno.

f(x)=3x-1 g(x)=2Vx+1 h(x) =x2-2x-3
A A yll

e
/

y

xy
xy
Xy

6. Dibuja la gréfica de cada funcion y concluye si son uno a uno.
Sugerencia: comprueba tus resultados con Winplot.

f(x)=2x-1 g(x)=x2-4 h(x) = x|
yA yA yA

xY
xY
xY
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Autoevaluacion

La grafica de la figura representa la productividad de una linea de ensamble como una funcién del nimero de
trabajadores en la linea. Explica su comportamiento histérico.

Productividad
A

Y

Nuamero de
trabajadores
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 1

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el namero correspondiente.

0 Nunca 5 Algunas veces 10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

» comprender la diferencia entre relaciones y funciones?

* representar, combinar y transformar funciones de formas distintas
y equivalentes?

¢ clasificar las funciones?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

* reconocer una relacién o una funcién a partir de su descripcion
numeérica, grafica o algebraica?

» obtener el dominio y el rango de una relacion o funcion, en
representaciones diversas?

* obtener la imagen de un elemento del dominio a partir de la regla
de correspondencia?

 determinar los tipos de funcion con que esta trabajando y utilizar
sus caracteristicas especificas?

* resolver operaciones con funciones?

* utilizar la nocion de funcion en situaciones cotidianas
relacionadas con magnitudes?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.1. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente
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Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas y con el medio ambiente al estudiar el tema.



Funciones especiales,
transformaciones graficas
y operaciones con funciones

Aviones Blue Angels de la Marina
de Estados Unidos en un vuelo
de exhibicion. Su trayectoria es
producto de la combinacion de
varias funciones.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

Construir e interpretar modelos algebraicos y gréaficos aplicando propie-
dades de funciones inversas, constantes, idénticas, valor absoluto y esca-
lonadas, para la representacion y resolucion de situaciones y/o problemas
tedricos o practicos, concernientes a su vida cotidiana y escolar, que le
permiten comprender y transformar su realidad.

Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de modelos
funcionales, en el contexto de las situaciones reales o hipotéticas que
describen.

Utilizar transformaciones y combinaciones de funciones y sus gréaficas
para la visualizacion de las representaciones algebraicas y geométricas de
las funciones.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirird los conocimientos que le permi-
tirdn:

Reconocer las caracteristicas de las funciones inversas.

Describir en forma gréfica y algebraica la inversa de una funcién.
Reconocer las funciones valor absoluto, constante, idéntica y escalonada.
Aplicar las transformaciones de las gréficas de las funciones.

Aplicar las operaciones con funciones.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Obtener la relacidn inversa de una funcion y determinar si ésta también es
una funcion.

Utilizar las funciones valor absoluto, idéntica, constante y escalonadas,
para describir relaciones entre algunas variables.

Construir graficas y expresiones de funciones, aplicando traslaciones y re-
flexiones a las gréaficas de otras funciones.

Combinar funciones para obtener nuevas funciones a través de sus
operaciones.

Actitudes y valores

Al finalizar el bloque, el alumno sera competente para:

Mostrar disposicion para involucrarse en actividades relacionadas con la
asignatura.

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus compafieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerar los de otras
personas.

Reflexionar sobre la ventaja de realizar transformaciones en gréficas para
simplificar procesos algebraicos y geométricos.

Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.

Indicadores de desempeiio

Se pretende que el alumno logre:

Representar el conjunto de parejas ordenadas que corresponde a la funcion
inversa de una funcidén dada, representar la ecuacién de la relacién inversa
de una funcién y determinar si ésta representa también una funcién.
Utilizar la grafica de una funcion para trazar la grafica de su funcion inversa.
Resolver problemas que involucran funciones inversas, escalonadas, valor
absoluto, idéntica y constante.

Argumentar el uso de traslaciones o reflexiones especificas para la resolu-
cién de problemas tedricos o practicos.
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Evidencias de aprendizaje

* Intercambia los elementos de parejas que describen una funcién, o las va-
riables en la ecuacion de una funcién para obtener la inversa.

*  Por medio de demostraciones frente al grupo y de manera individual, traza
la gréfica de la funcién inversa utilizando las gréficas de la funcion directa
y de la funcion idéntica.

* Enun escrito, desarrolla la aplicacion de las funciones inversas, y funcio-
nes especiales para solucionar o modelar situaciones practicas como el
pago de tarifas de agua, de taxis, etcétera.

* Elige y justifica la traslacién o reflexion que aplicé a una gréfica para ob-
tener la regla de correspondencia y la grafica de otra funcién que modela
una situacién teorica o préactica.

Actividad de aprendizaje significativo

La inversa de una funcion de costo. Una empresa de telefonia celular co-
bra una tarifa mensual de $150 mas $2 por minuto. Si se contrata el servi-
cio, entonces por hablar x minutos, el costo estd modelado por la funcién
C(x) = 150 + 2x. Esto significa que si un usuario habla 75 minutos, su costo
es C(x) = 150 + 2(75) = 300 pesos; es decir, graficamente una pareja ordenada;
por ejemplo, es (75, 300).

1. Enel mismo contexto, ¢qué significa la pareja (300, 75)?

2. Analiza los dos modelos lineales que aparecen enseguida, uno perte-
nece a la funcion lineal C(x) = 150 + 2x. ¢ Cuél es el modelo algebraico
de la otra linea y qué representa?

Costo
A
€—=____ (C(x)=150+2x
750 (o4
600
450 B
R
300
Q
150 ¢ A
P
0 150 300 450 600 750

Minutos
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Construye tu conocimiento. Reflexiona y responde lo siguiente:
» Laregla de dependencia de la funcién C(x) = 150 + 2x es multiplicar por 2 y
sumar 150. ;Cual es la regla de dependencia de la otra funcién de la gréafica?
» Escribe las coordenadas de los puntos A( ), B( )y C( ).
» Escribe las coordenadas de los puntos P( ), Q( )y R( ).
» Escribe una conclusion de esta situacion de aprendizaje.
Funciones inversas. Formas algebraica y grafica
La primera grafica mostrada abajo representa un experimento en el que un culti-
vo de bacterias se inicia con 500 de éstas; el tamafio N del cultivo se duplica cada
hora y es una funcién del tiempo t, es decir N = f (t). Por ejemplo, f (3) = 4000.
Pero si pensamos de manera inversa y queremos saber cuanto tiempo t se
requiere para que la poblacion alcance diversos niveles, entonces el resultado
seria la grafica de la derecha, es decir: t es una funcion de N. Esta funcion se
Ilama funcién inversa de f y se escribe como f*(N) =t se lee “inversade f”y
significa que es el tiempo necesario para que la poblacion alcance el nivel N (es
importante aclarar que —1 no es un exponente). Por ejemplo f -(4000) = 3.
\
t N=fl1) (e N=fFl) £ !
o 500 8000 500 0
1 1000 1000 1 4
2 2000 2000 2 4
3 4000 4000 4000 3
4 8000 8000 4 2
: : : Do
t 5002 t . 500(21) t N

4000
8000
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jAtencion! No todas las funciones tienen inversas, sélo las que tienen la pro-
piedad de ser uno a uno tienen sus inversas porque no hay ambigiiedad en la
relacion del dominio y el rango.

Funcion inversa
Una funcién f uno a uno con dominio A y rango B tiene como funcion inversa
a f -1 con dominio B y rango A y se define como

f(y)=x implica que f(x)=y

para cualquier y en B.

A B A B
0 > 500 0« 500
1 > 1000 < 1000
2 > 2000 < 2000
3 > 4000 3« 4000
4 > 8000 4 < 8000
t >» N [ N
f £
 — D ——

dominio de f-* = rango de f
rango de f -1 = dominio de f

Ejemplos:

1. Sif(1)=3,f@) =5y f(7)=-5, encuentra f1(3), f 1(5)y f-(-5).

Solucion:
A partir de la definicién de f-%(x), entonces

f1(3)=1 porque f(1)=3
f15)=4 porque f(4)=5

f1(-5)=7 porque f(7)=-5
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2. Si f(x) =x3 encuentra f-1(x) a partir de la definicion.

Solucion:
Como laregla de f (x) = x3 es elevar al cubo entonces, f -1(x) es la regla
inversa al extraer raiz cubica.

) =3x

Una manera de comprobar la solucién anterior es analizando la regla
de cancelacidn siguiente:

(@)= o)=Y =x
F(771)= ()= () =+

Estas relaciones expresan que la funcién elevar al cubo y la funcién raiz
cUbica se cancelan mutuamente cuando se aplican sucesivamente.

De acuerdo con la definicién de funciones inversas podemos concluir los
pasos a seguir para calcular la inversa de una funcién uno a uno.

Paso 1. Escribimos la funcién comoy = f (x).

Paso 2. Si es posible resolvemos esta ecuacion para x en términos de y.

Paso 3. Para escribir f-* como funcién de x, intercambiamos x con y. La
ecuacion que resulte es y = f ~1(x).

Ejemplos:

1. Encuentra la funcién inversa de f(x)=+x—1 utilizando los pasos
explicados anteriormente.

Solucion:
De acuerdo al primer paso escribimos

y=+x-1
Luego resolvemos esta ecuacion para x
X—1=y?

x=y?+1
(Continta)
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(Continuacién)
Intercambiamos x por y

y=x%+1

Finalmente, la funcion inversa es f 1(x) = x2 + 1.

J@)=x=1 | fHx)=x?+1
1,0) 0, 1)

(2,1) 1,2

(3+2) (v2.3)

(5, 2) (2,5)

y=7"(x)

N
XY

Evidencias de aprendizaje

1. Sif(0)=1,f(-1)=2yf(-2) =5, encuentra f (1), f*(2) y f*(5) y confir-
ma si corresponden las graficas mostradas en la figura adjunta.

y="f(x)

f3(1) =

£1(2) = t
£4(5) = \\.

y=7"(x)

x Y
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2. Encuentra la funcién inversa de f.

Funcion Inversa
f()=3x+5 f-i(x) =
f(x)=4-+x f(x) =
fx)=\B-x f1(x) =
f)=3-x° f-i(x) =
f@==2 fi(0 =

3. Laexpresion F = %C + 32 expresa la temperatura Fahrenheit (F) como una

funcién de la temperatura Celsius (C). Encuentra una férmula para la funcién

inversa e interprétala.

C=

Interpretacion

4. Dada la grafica de f (x).

a) ¢Por qué es uno a uno?

b) Escribe el dominioy el rango de f -1(x).

Estima el valor de f-1(-1)

¢Por qué es uno a uno?

y="f(x)

Dominio:
Rango:

YA

fi(-1) =

x VY

Bloque 2
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Funciones especiales
Funcién constante. La funcidn constante f (x) = ¢ es aquella que conserva su
rango constante y su dominio es (—oo, o).

y A

fix)=c

xy

Funcion identidad. La funcion identidad f (x) = x se conoce asi porque es igual
que su inversa. Tanto el dominio como el rango estén en el intervalo (—eo, o) .

A
4 f(x)=x

xy

Funcidn valor absoluto. La funcidn valor absoluto f (x) = |x| se define como:

x cuando x=0 y A
f(x)=|x|

f(X)={

—x cuando x<0

Es decir, surangoes: f (x) >0

Xy
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Funcion escalon. Una funcion definida por secciones como la de la gréfica si-
guiente se llama precisamente asi, por su forma de escalera. Esta funcién se

escribe como f(x)= [[x]] y para ser mas explicitos observa el siguiente ejemplo
de una funcién de esta naturaleza.

5 si 0<x<2
f(x)=410 si 2<x<4

15 si 4<x<6
Y A
f(x) = [[x1]
15 (O —
10 O

x Y

Ejemplos:

El precio que cobra una compafiia por el traslado de paqueteria de una ciudad a otra es una funcién
del peso de los paquetes y es de acuerdo a la siguiente tabla: traza una gréfica del costo.

Solucién
Costo
Peso (kg) Costo ($) y A
0 <x<02 50 1o T !
02 <x<04 70 90 T t
04 <x<06 90 70 7 ?
06 <x<08 110 50‘, t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 x

Peso
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Evidencias de aprendizaje

1. Dada la ecuacidn de las siguientes funciones, completa la tabla de valores
sugerida y traza la gréfica respectiva.

a) f(x)=|x-1-1

x f(x)=lx-1]-1 (X ) "1
-2 f(-2)=|-2-1-1=
-1 f(-1)=|-1-1-1= x
0 f)=]0-1|-1=
1 f@)=]1-1]-1=
2 f)=]2-1-1=

b) g(x=[x?-2|

X gtx) =Ix2-2| (% ) "1
-2 9(-2) =
-1 9(-2) = x
0 9(0) =
1 g(1) =
2 9(2) =

2. El costo de una llamada por telefonia celular es de 2 pesos el primer minuto
y 1 peso cada minuto adicional (o fraccién de minuto). La grafica muestra
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el costo C(t) de una llamada telefonica de 4 minutos. Escribe una expresion
algebraica que represente dicha funcion.

C (1)
A
6
5 o—e
C(t)= 4 o——o
3 Oo——
2 q
0 1 2 3 4t
Minutos

3. Una empresa de taxis cobra 20 pesos por el primer kilémetro al prestar el
servicio de transporte personal y 10 pesos por cada kilometro subsecuente (o
fraccion). Expresa el costo C(x) como funcidn de la distancia recorrida x, y
traza la gréafica correspondiente de recorrer 5 kilometros.

C(x)
A

60
50
40
30

20
4

% ¥

0 1 2 3 4
Kildmetros

Traslaciones y reflexiones en las graficas
de las funciones

Comprender las transformaciones que sufren las ecuaciones de las funciones nos
sirve para reducir y facilitar el trabajo al momento de identificar o bosquejar la
gréfica de una funcién que conocemos en su forma estandar. Las principales
transformaciones que trataremos son: las traslaciones, los alargamientos y las
reflexiones.
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Traslaciones verticales

Si ¢ es un numero positivo, entonces la grafica de y = f (x) + ¢ es una traslacion
de y = f (x) desplazada c unidades hacia arriba y la grafica de y = f (x) — ¢ es una
traslacion ¢ unidades hacia abajo.

TRASLACION VERTICAL

y}\ f(X) yA f(X)+C yA f(X)—C
I CEN 5
x x U/ fe
Funcién estandar Traslacion hacia arriba Traslacién hacia abajo

Traslaciones horizontales

Si ¢ es un numero positivo, entonces la grafica de y = f (x — ¢) es una traslacion
de y = f (x) desplazada c unidades hacia la derecha y la graficade y = f (x + ¢) es
una traslacion c unidades hacia la izquierda.

TRASLACION HORIZONTAL

y A YA YR
Fix) flx—c) fix+c)

x VY
x VY
xY

I
— —

Funcion estandar Traslacién hacia la derecha Traslacidn hacia la izquierda



Alargamientos
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Bloque 2

Siy=cf (x), lagraficadey =f (x) se alarga verticalmente c veces y si y = lf(x),
C

se comprime en un factor de c.

ALARGAMIENTOS

y A Z

/

x Y

f(x) /

f(x)

Funcion estandar

cf(x)

Alargamiento vertical

Reflexiones

»
>

YA

1

f(x) Tfix)

Compresion vertical

y =—f (x), refleja la grafica de y = f (x) con respecto al eje x, y y = f (—X), la refleja
con respecto al eje y.

REFLEXIONES

VA f(x) yA —f(x)

x Y

A fea

Funcion estandar Reflexion respecto a x

x Y

x Y

Reflexion respecto a y
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Ejemplos:

1. Dada la gréfica y=\/;, utiliza los criterios vistos anteriormente para graficar y=\/;—2,

y=x=2, y=—x, y=+x y=2Vx.

Funcion estandar Traslacion vertical Traslacién horizontal

YA YA YA

xY
x
)
x

y=\ x y=Jx'-2 y=Jx-2

Reflexion respecto a x Reflexion respecto a y Alargamiento vertical

yA yA YA

xY
xY
x Y

y=-y x y={-x V=2J7|

2. Grafica la pardbolay = x? + 4x + 3 a partir de su forma estandar.

Solucién:
Debemos completar el cuadrado para identificar el vértice y las transformaciones de la forma
estandar.

y=x2+4x+3
y=x2+4x+(2)°-(2)*+3
y=(xx+2)>-1
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Esta forma de la ecuacién nos dice que la curva esta desplazada 2 unidades a la izquierda y una
hacia abajo.

yA yA

xY
xY

N

y=x2 y=(x+2)2-1

3. Grafica la funciony = |x2 - l| a partir de su forma estandar.

Solucién:

Primero se graficay = x2, enseguida y = x2— 1, luego recordemos que el valor absoluto convierte
la parte negativa de la curva en positiva de modo que los valores de y se reflejan respecto a x en
el intervalo —1 < x < 1. Observa la ilustracion siguiente.

yA yA yA

A A
> h >
\/ X X

x

y:X2 y:x2_1 y:lxz_’ll

Evidencias de aprendizaje

1. Dada la funcion estandar y =+/x*>+1 v las graficas de algunas transforma-
ciones, escribir la ecuacién correspondiente de cada una de ellas.
- 4 .
Sugerencia: comprueba tus resultados con el programa j— Winplot.
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yA YA Y

<Y
x Y
x Y

y=+x2+1

yA yA yA

x Y
N
x Y
x

Y

2. Dada la funci6n estandar y = sen x utilizala para graficary =2 sen x y

1
= —Sen X.
Y73

yA y A yA

<Y
xY

y=sen x y=2sen x y="2sen x
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- . | - . 1 1
Dada la funcion estandar y = — utilizala para graficar y=——y y= T
X X X—
yA yA YA
x x x
1 __ 1 1
y= ~ y= x y= i
Dada la funcidny = f (x) explica en el renglon de la derecha qué significa cada
transformacion.
Funcion Significado de la transformacion
y=3f(x)
y=-f(x)
y=3f(x)-5
y=f(x-3)
-1 /@
773
Dada la funcién estandar y = |x| y las gréficas de algunas transformaciones,
escribe la ecuacion correspondiente de cada una de ellas.
yA yl\ y‘\

y=Ix

xy

AN

/

AV

Y

x

x ¥
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6. Dada la funcion estandar y = x?2 utilizala para graficar y = x2+2x — 1y
y=x2-2x+1.

YA YA YA

xY
xY
xY

y = x? y=x%2+2x-1 y=x2-2x+1

Operaciones con funciones

Las operaciones con funciones son combinaciones entre éstas para obtener nue-
vas funciones. Si f y g son dos funciones se pueden formar la suma f + g, la

resta f — g, la multiplicacién fg y la divisién / en el campo de los nimeros
g
reales.
Si f (x) y g(x) son dos funciones en el campo de los reales tenemos que la
definicion de cada una de las operaciones anteriores, asi como su escritura y su

dominio son:
Operacion Notacion Dominio
Suma (fF+9)X)=f(x)+g(x) Elementos en comun
Resta (f=g)X)=f(x)—g(x) Elementos en comin
Multiplicacion (fg)) =f(x) g(x) Elementos en comun
L Elementos en comin pero
Division [i)(x) _ S 9(x) #0
g g(x)
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Ejemplos:

1. Sif(x)=x2-2y g(x)=\/;, encuentra f+g, f—g,fgy 1. Describe
sus dominios. g

Solucion:

El dominio de x? — 2 son todos los nimeros reales y el de Jx es
x = 0, de manera que los nimeros en comin de estos dominios son
todos los reales mayores o iguales a cero para la suma, resta y multi-
plicacién pero para la divisién x > 0.

(f+g)(X)=(x2—2)+\/;=x2+x/;—2 Dominio: x>0

(f—g)(x)=(x2—2)—\/;=x2—\/;—2 Dominio: x>0

(f2)(x)=(x* =2)Wx Dominio: x >0
f x* -2 .

— = D x>0
(g)(x) T ominio: x

= Winplot. Si utilizamos el programa en computadora para graficar
la suma (f+g)(x)=x’ +\/;—2 , el resultado es el siguiente y se
puede comprobar que el dominio es x > 0.

& Winglot ________ [

Avia -
mmﬂmmmmlalx N y=f(x)
y-f"2+(x)"0.5-2

inf 5000 [ JCorar
Sup 5.000 |

Ancho[ 2|

/ [Lok ] [Canceler |

(Continda)

Bloque 2
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(Continuacién)

Trabajo de investigacion. Utiliza el programa Winplot para obtener las gréaficas de la resta, la
multiplicacion y la division de las funciones del ejemplo 1.

2. Toma como referencia las funciones f y g del ejemplo 1y calcula f+ g, f—g, fg, y g/f para los

valoresde x =0, 0.5, 1, 2.

X [100=-2 | guds | (F+O® | (-9 | (900 | @M
0 |0-2=-2 =g 2 -2 0 L
-2
05 | (057-2=-175 | 5070 | =-105 |=—245 |=-123 |-04
1 |12-2=21 e 0 2 1 1
2 |22-2=2 B | =26 | =06 ~282 |=071

Como puedes ver, esta tabla nos es Gtil para aproximar las graficas del ejemplo 1 sin la necesi-
dad de un programa de computadora.

Evidencias de aprendizaje

1.

Encuentraf+g, f—g, fgy

A
g

si f(x)=x3+2xyg(x)=x2-1.

Operacion

Funcion resultante

Dominio

f+g

fg

0 |~
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2. Encuentraf+g, f—g, fgy f si f(x)= \/; y g(x) = 2x2
g
Operacion Funcion resultante Dominio
f+g
f-g
fg
A
g
3. Dadas las gréficas de f(x)= 1 y g(x) = x, grafica (f + g)(x) a partir de las
X
graficas que aparecen a continuacion.
yA yA yA
> |+ > = >
X X X
1 1
y= 7 y=Xx y= ? +X

4. Dadas las gréaficas de f (x) = x3y g(x) = x2 grafica ( f + g)(x) a partir de las

graficas que aparecen a continuacion.

A

yA

yA

y=x?

Xy
I

y=x3+ x?

<y
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Composicion de funciones

Hay otra manera de combinar dos funciones, por ejemplo siy = f (u) y u = g(x)
significa que y también depende de x, es decir

y=f=f(gx)

Este procedimiento se llama composicidn porque la nueva funcién se com-
pone de las dos funciones dadas f y g.

Definicion. Dadas dos funciones f y g, se dice que la funcion compuesta
/(g(x)) esta definida por

(foq)¥) = /(g(x))

lo que significa es que para calcular esta nueva funcidn primero hay que aplicar
laregla de g(x) y a este resultado aplicarle la regla de f. Con el diagrama siguien-
te ilustramos esta definicion.

L g2=5

L

f=Vx _—>flgx) =5

Ejemplos:

1. Si f(x)=\/; y g(x) = x2 + 1, encuentra (f o g)(x), su grafica y su
dominio.

Solucion:
Aqui debemos aplicar primero la regla de g y enseguida la de f.

(fo@)®) = f(g(x))= /(" +D)=Vx’+1 Dominio: —eo < X < oo
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A

x Y

(fog)x)=vx2+1

Con las funciones del ejemplo 1 encuentra (g o f )(X).

Solucién:
Aqui debemos aplicar primero la regla de fy enseguida la de g

(9109 = g(/(0)=g[vx)=(Vx) +1=x+1

Sabiendo que F(x) = (o g)(x), encuentra f (x) y g(x) si F(x)=vx-9.

Solucion:
Como F(x)=+x-9 entonces la regla de dependencia es: primero
restar 9 y después obtener la raiz cuadrada. De manera que hacemos

90=x-9 y  f(x)=+x

Evidencias de aprendizaje

Encuentra (fo g)(x), (g o f)(X), (fof)(x), (g0 g)(x) para las funciones dadas
de fyg.

55

f(x) g(x) (fo g)(x) (g f)(x) (fo F)(x) (g-9)(x)
2-X 3X+2
X2 1-x
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yA

2. Sabiendo que F(x) = (fo g)(x), encuentra f (x) y g(x).

a) F(x)=cos Jx f(x)= g(x) =

b) F(x)=+vx’+1 fo=__ g=
3. Utiliza las graficas de f y g para estimar el valor de ( fo g)(x) parax = -4, -3,

-2,-1,0,1, 2, 3, 4. \Verifica si los puntos de la tercera gréafica corresponden a

estos valores y si es asi traza la grafica.

yA YA
[ ] ° .
x X 1 x
[ ]
\_/ . I
° [ ]
g fg(x))
Aplicaciones

4. Unavion vuela a una velocidad de 360 km/h, a una altitud de 1600 metros y

pasa directamente sobre un radar en el instante t = 0.

a) Expresa la distancia horizontal d en kilometros que el avién ha volado
como funcion del tiempo t.
Sugerencia: en el movimiento rectilineo a velocidad constante la distan-
cia es el producto de la velocidad por el tiempo.

b) Expresa la distancia s entre el avién y el radar como funcion de d (utiliza
el teorema de Pitagoras).

c) Aplica la composicidn de funciones para expresar s como funcion de t.
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5. Una varilla de alambre de 6 metros de largo se corta en dos piezas. Una de
longitud x se dobla para formar un circulo, y la otra parte (6 — x) para formar
un cuadrado. Expresa el area total de las dos figuras como una funcion de x.

6. Un globo esférico se esta inflando. Si el radio del globo aumenta a razon de
1 cm/s, expresa el volumen del globo como una funcién del tiempo t. Recuerda
que el volumen de una esfera se obtiene con V = 577 P

Bloque 2
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 2

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el namero correspondiente.

0 Nunca 5 Algunas veces 10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

» reconocer las caracteristicas de las funciones inversas?

 describir en forma gréafica y algebraica la inversa de una funcion?

« reconocer las funciones valor absoluto, constante, idéntica y
escalonada?

 aplicar las transformaciones de las gréaficas de las funciones?

« aplicar las operaciones con funciones?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

 obtener la relacion inversa de una funcién y determinar si ésta
también es una funcion?

« utilizar las funciones valor absoluto, idéntica, constante y
escalonadas, para describir relaciones entre algunas variables?

« construir gréaficas y expresiones de funciones, aplicando
traslaciones y reflexiones a las gréficas de otras funciones?

« combinar funciones para obtener nuevas funciones a través de sus
operaciones?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.1. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y valores, reflexiona sobre el va-
lor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccién con
los demas y con el medio ambiente al estudiar el tema.
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Una funcién polinomial

con frecuencia se utiliza para
modelar volimenes de figuras
geomeétricas. Por ejemplo,

el volumen de un cilindro
coronado por un cono.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

Construir e interpretar modelos polinomiales aplicando las propiedades de
las funciones de grados cero, uno y dos, para representar situaciones que
involucren tasas nulas, razones de cambio promedio o constante, y la ob-
tencion de valores 6ptimos, para resolver situaciones y problemas teéricos
0 practicos, concernientes a su vida cotidiana y escolar, que le permiten
comprender y transformar su realidad.

Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de modelos
polinomiales, en el contexto de las situaciones reales o hipotéticas que
describen.

Interpretar tablas, gréficas, diagramas y textos con informacion relativa a
las funciones polinomiales.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirira los conocimientos que le permi-
tiran:

Caracterizar las funciones polinomiales en una variable.

Describir las caracteristicas algebraicas de las funciones polinomiales de
grado cero, uno y dos.

Definir la influencia de los parametros de funciones de grados cero, unoy
dos en su representacion grafica.



Definir las funciones polinomiales de grado uno y las particularidades de
los modelos lineales.

Definir las funciones polinomiales de grado dos y las particularidades de
los modelos cuadraticos.

Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Reconocer funciones polinomiales en su forma general y en sus expresio-
nes particulares.

Distinguir el grado, el coeficiente principal y el término constante de una
funcion polinomial.

Explicar que las funciones constante, lineal y cuadratica, constituyen ca-
sos particulares de las funciones polinomiales de grados cero, uno y dos,
respectivamente.

Aplicar modelos lineales y cuadraticos para la resolucion de problemas.

Actitudes y valores
Al finalizar el bloque, el alumno sera competente para:

Mostrar disposicion para involucrarse en actividades relacionadas con la
asignatura.

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus comparieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerar los de otras
personas.

Reflexionar sobre la ventaja de realizar transformaciones en graficas para
simplificar procesos algebraicos o geométricos.

Valorar la utilidad de los modelos lineales y cuadraticos para resolver di-
versos problemas practicos.

Reconocer sus errores en los procedimientos y mostrar disposicion para
solucionarlos.

Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.
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Indicadores de desempeio
Se pretende que el alumno logre:

e Comparar el modelo general de las funciones polinomiales con los de funcio-
nes particulares y determinar si corresponden a dicha clase de funciones.

* ldentificar la forma polinomial de las funciones constante, lineal y cuadra-
tica, asi como sus graficas respectivas.

e Determinar si la situacién corresponde a un modelo lineal o cuadratico em-
pleando los criterios de comportamientos de datos en tablas, descripcion
de enunciados, tipos de gréaficas y regularidades particulares observadas.

*  Emplear los modelos lineales y cuadraticos para describir situaciones ted-
ricas o practicas que implican o no, razones de crecimiento o decrecimien-
to constante que se asocian con dichos modelos.

Evidencias de aprendizaje

* Durante la explicacion de procesos de solucién, hace uso de las repre-
sentaciones de funciones polinomiales particulares, de distinto grado, con
todos los exponentes sucesivos y sin algunos de éstos, y establece cuél es
su grado, su coeficiente principal y su término constante.

*  Representar graficamente las funciones lineales como rectas oblicuas; eli-
ge modelos lineales con base en razones de cambio o promedio constante,
0 en primeras diferencias finitas.

*  Resuelve problemas aplicando modelos lineales o cuadraticos, y sustenta
su empleo.

Actividad de aprendizaje significativo

Supdn que adquieres una computadora con un costo de 12,000 pesos y que se
deprecia en forma lineal 2,400 pesos por afio.

a) Escribe un modelo algebraico y grafico para calcular la depreciacion C(t)
de la computadora en funcion del tiempo t. Completa la siguiente tabla de
depreciacion.

Ano 0 1 2 3 4 5

Costo 12,000

b) ¢En cuanto tiempo perdera todo su valor?
¢) ¢Cuando la computadora tiene un valor de 6,000 pesos?
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Construye tu conocimiento

» Reflexiona sobre el costo inicial de la computadora, ¢corresponde a la orde-
nada en el origen de un modelo lineal?

» La depreciacion (2,400 pesos/afio), ¢es la pendiente o razén de cambio del
modelo?

» ¢Puedes construir el modelo algebraico sobre el siguiente sistema de coorde-
nadas?

Depreciacion
A

12,000
9,600
7,200
4,800
2,400

Trabajo de investigacion

» Consulta la razon por la que se deprecian las computadoras y los teléfonos
celulares con tanta rapidez.

» ;Qué estamos haciendo en México con la basura generada por el desarrollo
tecnoldgico? ¢Estamos actuando con una actitud responsable y ecoldgica?

Definicion de polinomio

Un polinomio P(x) de grado n es una funcion de la forma
_ n n—1
P(x)=ax"+a_x""+--+ax+a,

donde a"# 0. Los nimeros a, a,, a,, ..., & se llaman coeficientes del polinomio,
a, es el coeficiente constante y a_es el coeficiente de la potencia mas grande o
coeficiente principal.

Por ejemplo, en el polinomio P(x) = 3x° + 2x* — 3x + 2 debemos destacar los
siguientes elementos:

Coeficiente
Grado 5 constante

P(x) =38x5+ 2x3— 3x +2 &

NCoeficiente principal

63



64 Matematicas 1V

Los monomiosy =x,y = x% y=x°y=x"y=x"son las expresiones algebraicas
mas simples de un polinomio y sus gréaficas son las siguientes:

yA yA yA
x x x
y=x y=x? y=x°
YA YA
x x
y=x* y=x°
Si observas con atencidn las gréficas anteriores vas a encontrar que, cuando n es
impar, (—x)" = —x"y los extremos de la grafica se alejan en sentidos contrarios.
Sinespar (—x)"=x", entonces los extremos de la curva se alejan en el mismo
sentido.
YA YA
X x
En esta funcién nes par, En esta funcion nes impar,
los extremos de la grafica los extremos de la gréfica
se alejan en el mismo se alejan en sentido
y=x* sentido. y=x° contrario.
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Funciones polinomiales de grados cero, uno y dos

Funcion lineal

Es una funcidn de grado uno y corresponde a la ecuacion de una linea recta y
tiene la forma

f(x)=mx+b

donde m es la pendiente o razén de cambio constante y b la ordenada en el
origen o interseccion con el gje y.

Funcion constante

Sien lafuncion f(x)= mx+ b la pendiente m = 0, entonces la funcion se conoce
como funcion constante porque todos sus valores son iguales a b. La figura
muestra la grafica de esta funcién.

fix)=b

Xy

Parametros de influencia en la linea recta

Es facil descubrir que los parametros de influencia en una funcion lineal son su
pendiente m y su ordenada en el origen b porque definen la razén de cambio de
la recta y la interseccion con el eje y respectivamente.

Ejemplos:

1. Grafica las siguientes funciones lineales y destaca la pendiente m y la ordenada en el origen b.
a) f(x)=2x-1 b) g(x)=2—§x C) h(x)=-2

(Continta)
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(Continuacion)

Solucioén:

En la primera grafica a partir del punto (0, —1) hay una elevacion de 2 unidades por 1 de avan-
ce (la pendiente es positiva); en la grafica de enmedio a partir de la ordenada en el origen
(0, 2) descendemos 2 y avanzamos 3 (la pendiente es negativa), y en la Gltima la y permanece

constante.
flx)=2x-1 g(x)zz,%x h(x)=-2
yA yA yA
@) \ 2
® ® \ g g
% X x X
)
2
m=2 b=— m=—§ b=2 m=20 b=-2

una funcion lineal.
Calculamos primero la pendiente de la recta

Enseguida obtenemos la ecuacion con la forma y -y, = m(x—x,)

y-4=-2(x=(-3)

6
5 5 S
—4=—"x-= Simplificando.
4 6 2 P
5 3 . frmi sl
y= _Ex + 5 Trasponiendo términos y simplificando.

En la grafica puedes comprobar que la pendiente m = —%

y la ordenada en el origen es b= %

2. Una recta pasa por los puntos (-3, 4) y (3, —1), bosqueja su grafica y expresa su ecuacién como

YA

"

XY
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Aplicacion
3. Cristina observ6 que conducir su automdvil durante el mes de mayo le cost6 5,000 pesos por
800 kilémetros y en junio 6,000 pesos por 1,200 kilometros.

a) Expresa el costo C(x) en funcion de la distancia recorrida x, suponiendo que el modelo es
una relacion lineal.

b) ¢Qué representa la pendiente del modelo? Traza la gréfica.

c) ¢Qué significa la interseccién de la recta con el eje y?

Solucién:
60005000 1000 5

T 1200-800 400 2

a) Lapendiente del modelo es m

El modelo de ecuacién es

C(x)—5000 = %(x —800)

C(x)= §x+ 3000

b) La pendiente m =§ significa que por cada 2 km recorridos el costo es de 5 pesos. La gra-

fica se muestra enseguida.

Costo ($)
A
5000
3000
1000
0 400 800 1200 km

c) Lainterseccion de la recta con el eje y significa que aunque no recorra ningdn kilometro de
todas maneras tiene un costo fijo de 3,000 pesos.
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Evidencias de aprendizaje

1. Determina la pendiente m y la ordenada en el origen b en cada una de las
siguientes funciones lineales.

y A y A v A
fx)= Zx+2 g=-Cx16 hix)=4
5 5
> AN > >
X X X
m= b= m= b= m= b=
2. Escribe debajo de cada grafica la ecuacién correspondiente en forma de
funcidn.

\

>
Ll
X

y A

f(x) =

glx) =

Xy

Xy

h(x) =

3. Encuentra la gréafica y escribe cada ecuacién en forma de funcién:

a) f(x)=%x+l

<y

y A

b)

2x-3y=0

<y

y A

) k(x)-3=0

<y
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Aplicaciones

4.

Un pequefio negocio adquiere una computadora por 400 doélares. Si la depre-
ciacion de su valor V(t) es lineal en funcion del tiempo t y aproximadamente
es de 95 dolares por afio:

a) Obtén un modelo algebraico y la grafica que relacionen V(t) con t.
b) Determina el valor de la computadora en 3 afios.
¢) ¢Cuéando la computadora vale 20 délares?

V(1)
A
500
o ]
300 _J;lu. & -
200 -
gmm_
100
0 1 2 3 4 t (afios)

La relacion entre las escalas Fahrenheit (F) y Celsius (C) esta dada por
F= %C +32.

a) Completa la tabla para comparar las dos escalas en los valores dados.
Bosqueja una grafica de la relacion de temperaturas.
b) Determina la temperatura a la cual las escalas coinciden.

Sugerencia: llama T a la temperatura donde coinciden las dos escalas.

C F 80
—30° 40
~20° 0
-10°

—40
OO
-80
50°
68°
86°

Bloque 3
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6. Un grupo de estudiantes establece que el costo de produccién para elaborar
100 desayunos escolares es de 2,000 pesos y 3,000 pesos si elaboran 200.

a) Supon que la relacion entre costo y el nimero de desayunos es lineal.
Obtén una expresion funcional que exprese esta relacion y después gra-
fica la funcién.

b) ¢Cudl es la pendiente de la funcion y qué significa?

c) ¢Cual es la interseccion con el eje y y qué representa?

C (x) Costo
Y A

4000
3000

2000

1000

\

0 100 200 X
Ndmero de desayunos

Actividad de aprendizaje significativo

Se inscribe un rectangulo en un triangulo rectdngulo como el de la figura con cate-
tos de 3y 4 centimetros. Si dos de los lados del rectangulo estan sobre los catetos,
encuentra una expresion que calcule el area de los posibles rectangulos que pueden
inscribirse y traza una grafica para aproximar el rectangulo de mayor area.

Al(x) —
YA
3

3
2
1
> 4 B

0 1 2 3 4 x I |

Construye tu conocimiento 5
-y

» Observay analiza el siguiente triangulo.
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 Estaras de acuerdo que el area del rectangulo es A = xy.
» Analiza la siguiente relacion en el triangulo:

3—-y 3

X 4’
» Despejay de la igualdad anterior y sustituye su valor en A = xy.
» Asignale valores a x desde 0 hasta 4 y traza la gréafica.

X 0 1 2 3 4
AKX)

» La grafica debe resultar una parabola con la concavidad hacia abajo; ya pue-
des aproximar A(x) maxima.

Funciones cuadraticas o de grado dos

Otro caso de funciones polinomiales de segundo grado con el cual estamos fami-
liarizados, es la funcion cuadratica, cuya ecuacion es

f(x)=ax*+bx+c

donde a, b y ¢ son nimeros reales con a = 0. Su gréafica es una parabola.

Cuando b =0y c =0 ocurre la forma més sencilla de una funcién cuadratica,
es decir, f (x) = ax® Su grafica es una parabola con el vértice en (0, 0). Sia >0,
entonces la parabola abre hacia arriba y el vértice es un punto minimo en la gra-
fica; si a < 0, entonces el vértice es un punto maximo y la concavidad es hacia
abajo.

f(x) = ax?

Maximo

Y

Minimo

a>0 a<o0

71
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Ejemplos:

1.

Gréfica de una funcién cuadréatica. Traza la grafica de la funcion
f(x)==2x"+2.

Solucion:

Primero dibujamos la forma estandar y = x*; después multiplicamos
cada punto de esta curva por 2 para obtener y=2x>. Luego refleja-
mos ésta en el eje x para tener y=-2x". Finalmente, desplazamos
la Gltima figura dos unidades hacia arriba para obtener la grafica
y=-2x"+2.

/ \ y =—2x2+2

\
/
Y

y =-2x2

Gréfica de una funcién cuadratica completando el cuadrado.
a) Traza la grafica de la funcion f(x)=x"—2x+3
Solucion:

Para hallar la graficade f(x)=x"—2x+3 completamos el cuadrado y
escribimos su ecuacién en su forma normal o estandar.

f(x)=x"—-2x+3 Funcion dada.
_y2 2 2
f(x)=x"-2x+1"-1"+3 Completamos el cuadrado sun_1ando y
cero restando el cuadrado de la mitad del
coeficiente de x.
f(x)=(x=1)>+2 Simplificando, hallamos la forma
estandar.

Esta Ultima expresién nos dice que es una parabola cuya gréfica tiene
un desplazamiento horizontal de 1 a la derecha, y 2 unidades vertica-
les hacia arriba y como a > 0 la parabola tiene su concavidad hacia
arriba.
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Xy

y =x2-2x+3

b) Traza la grafica de la funcion f(x)=-2x"+4x+1

Solucion:

Para hallar la graficade f(x)=-2x"+4x+1 es fundamental comple-
tar el cuadrado y escribir su ecuacién en su forma normal o estandar.
El método es el siguiente:

f(x)=-2x"+4x+1 Funcién dada.
f(x)==2(x*=2x)+1 Se factoriza el —2 en términos de x.
f(x)==2(x*-2x+1*)—(=2)(1*) +1

Completamos el cuadrado sumando y
restando el cuadrado de la mitad del
coeficiente de x.

f(x)==2(x-1)"+3 Simplificando, hallamos la forma
estandar.

Esta Ultima expresion nos dice que es una parabola cuya grafica tiene
un desplazamiento horizontal de 1 unidad a la derecha, y 3 unidades
verticales hacia arriba y como a < 0 la parabola abre hacia abajo.

y A Si en el ejemplo anterior compa-
ramos el resultado con la forma
f(x)=a(x—h)* +k, el vértice de
la parabola es el punto V' (h,k) por
R lo que la funcion tiene un maximo
/ \ x  sia<0o0unminimosia> 0 cuan-
do f(h)=k.

y =—2x2+4x+1

Bloque 3
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Evidencias de aprendizaje

1. Asocia cada una de las siguientes funciones con sus respectivas graficas es-
cribiendo su ecuacion debajo de cada curva.

a) f(x)=2(x+1>-2 b) g(x)=(x+2)"-1 c) h(x)=—(x-17+3

A A A

2. Apartir de la funcion estandar f (x) = x* dibuja las parabolas g(x) = (x + 2)* - 3
y h(x) = =2(x + 2)* + 3.

Xy
xy
ol /

f(x) = x2

3. Completa el cuadrado y transforma la funcién dada en forma estandar para
que puedas asociarla y escribirla en su gréafica correspondiente.

a) f(x)=—x"—4x-1 b) g(x)=x"-2x-1 C) h(x)=-2x"—4x+1

Nef, N
¥

Xy
—~
x
—
/
Xy
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Valor maximo o minimo de una parabola

Escribir una funcion cuadratica f(x)=ax’+bx+c en su forma estandar
f(x)=a(x—h)* + k nos auxilia a trazar facilmente su grafica y a determinar el
valor maximo o minimo utilizando como férmula la expresion que resulta al
completar el cuadrado.

f(x)=ax’+bx+c Funcion dada.
f(x)=a| x’ +éx)+ c Factorizamos a en términos de x.
a
2 2
, b b b
f(xX)=a| x+—x+| —| [-a| —| +¢ Completamos el cuadrado.
a 2a 2a
bY
f(x)=a| x +—) +c—— Factorizando y simplificando.
2a 4a

Esta ecuacion nos ensefia que la parabola tiene un maximo o un minimo cuando
b , , .

h= 34 y f(x)=k segln la parabola tenga a < 0 0 a > 0, respectivamente. Por
a

tanto:

Una pardbola f (x) = ax* + bx + ¢ tiene un valor maximo o minimo cuando
ocurre que

b
xX=——
2a

. b ‘o
Si a <0, entonces f(—z—] es un valor maximo.
a

. b .
Si a> 0, entonces f(—z—] es un valor minimo.
a

yA yA

\ /A
v /

Minimo a>0 Maximo a<0

Xy
X w
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Ejemplos:

1. Determina el valor méximo o minimo de la funcion cuadratica
f(x)=4x—x.

Solucion:
Si observas con cuidado la funcién, tenemos que a = -1, b = 4. Como
a < 0 la funcion tiene un valor maximo y esta en

b 4

x:_zz—ﬂ=2 yes f(2)=4(2)-(2)°’=4
&
Maximo (2, 4)

2. Determina el valor maximo o minimo de la funcién cuadréatica
f(x)=2x*+4x—-1.

Solucion:

Si observas con cuidado la funcién, tenemos que a = 2, b = 4. Como
a > 0 la funcién tiene un valor minimo y esta en

X=——=———=-1 yes f(-)=2(-1+4(-1)-1=-3

<y

Minimo (-1, =3)
|
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Funciones polinomiales I  Bloque 3

Se dan las siguientes funciones cuadraticas y sus gréaficas, expresa cada una
en su forma estandar y determina el valor maximo o minimo.

77

1. f(x)=x"+4x+1

\V

Xy

Forma estandar

Valor maximo o minimo

2. g(x)=x"—4x

Xy

Forma estandar

Valor maximo o minimo

3. h(x)=1-4x-2x’

v/

A

/

/
Xy

Forma estandar

Valor maximo o minimo
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£+ Winplot. Seccion especial

Para calcular los valores extremos de una funcion en el programa, sigue esta se-
cuencia que grafica la funcion A(x)=1-4x-2x" del ejemplo anterior.

2 dim Ecua f(x) =1—4x—2x"2|—)| Una |—>| Extremos |

Esta es la pantalla final que debes obtener:

& Winplot
Ventana . \IGEY

sinnombra3.wp2 == X N -
Ayuda Ecua Ver Btns Una Dos Aywda Misc Extremos

y = 1-4x-2x"2

/B\ y

/ \ extremo de

-1
3

como [ Y ]

Aplicaciones

1. Uningeniero en matematicas asesora a un comerciante para determinar
un modelo matematico que le proporcione la utilidad U(x) en ddlares
generada por las ventas de x articulos por semana, y disefia la siguiente
férmula:

U(x)=30x- %xz

a) ¢Cuéntos articulos debe vender en una semana para obtener la
méaxima ganancia?

b) ¢Cuantos articulos debe vender para tener una utilidad de 1,000
dolares?

Solucién: |
a) Esta es una funcién cuadratica con a= e y b =30, entonces la

- . . 30
utilidad méxima se dard cuando: x =————=="75; por lo tanto,

1

la utilidad maxima es U(75)=30(75)—- %(75)2 =1125 ddlares.
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b) Para saber cuantos articulos deben venderse para tener una utilidad
de 1,000 délares, igualamos a 1,000 la funcion de utilidad U(x) y
resolvemos la ecuacion resultante.

1 .,
30x— gxz =1000 Igualamos la ecuacion a 1,000.
150x—x*—5000=0 lgualamos a cero y multiplicamos por 5.

x> —150x+5000=0 Cambiamos de signo y ordenamos la ecuacion.
(x—100)(x—50)=0 Factorizando.

La solucion mas factible es x = 50. La grafica nos muestra los resulta-
dos anteriores.

U(x)
A
1000

800
600
400
200

Y

0 50 75 100 150 X

2. Desde el suelo se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad de
19.6 metros por segundo.

a) ¢Cuénto tiempo utilizé para alcanzar el punto maximo?
b) ¢Cual es la altura méxima alcanzada?

Solucidn:

a) Recordemos que en fisica, la altura que alcanza un proyectil que se
lanza hacia arriba viene dada por a(¢) = v t - 4.9¢ donde v es lavelo-
cidad inicial, y t es el tiempo. Si sustituimos obtenemos:

h(t)=19.6t—4.9¢°, entonces a = —4.9, y b = 19.6, luego la altura

. 19.6
méaxima ocurre cuando 1 = —————=2 segundos.
2(-4.9) h (1)

b) La altura m&xima es

h(2)=19.6(2)—4.9(2)* =19.6 metros
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Evidencias de aprendizaje

1. Encuentra dos nimeros positivos cuya suma sea 110 y el producto sea
méaximo.

@*@:

il

2. Un granjero tiene 600 metros de alambre para cercar dos corrales rectangula-
res adyacentes. ¢;Qué dimensiones del alambrado produciran un méaximo de
superficie protegida?

<

X :

3. Selanza una pelota hacia arriba con una velocidad de 29.4 metros por segun-
do, su altura (en metros) después de t segundos esta dada por

h(t) = 29.4t — 4.9t*

¢Cual es la maxima altura alcanzada por la pelota? Dibuja una grafica de la

funcion.

Metros
A

40

30

h(t)
20
10
[ ] >

0 1 2 3 4 5 6 t

Segundos
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4. Entre todos los rectangulos que tienen perimetro de 60 centimetros, ¢cual de
ellos es el que tiene mayor area?

5. Los costos para producir x articulos diarios para iluminacion vienen dados
por la funcién

C(x)=800—10x +0.25x>

en donde C(x) es el costo total en dolares. ¢ Cuéntos articulos deben producir
diariamente para obtener el costo minimo?
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 3

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el namero correspondiente.

0 Nunca 5 Algunas veces 10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

« caracterizar las funciones polinomiales en una variable?

« describir las caracteristicas algebraicas de las funciones
polinomiales de grado cero, uno y dos?

« definir la influencia de los parametros de funciones de grados
cero, uno y dos en su representacion gréfica?

« definir las funciones polinomiales de grado uno y las
particularidades de los modelos lineales?

« definir las funciones polinomiales de grado dos y las
particularidades de los modelos cuadraticos?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

 reconocer funciones polinomiales en su forma general y en sus
expresiones particulares?

« distinguir el grado, el coeficiente principal y el término constante
de una funcién polinomial?

« explicar que las funciones constante, lineal y cuadratica
constituyen casos particulares de las funciones polinomiales de
grados cero, uno y dos, respectivamente?

« aplicar modelos lineales y cuadraticos para la resolucion de
problemas?




Funciones polinomiales |  Bloque 3

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.1 EIl resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas y con el medio ambiente al estudiar el tema.
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Hipercubo de cuatro dimensiones
proyectado en el espacio
tridimensional en una de

sus fases. Para apreciar sus
dimensiones es necesario verlas
en movimiento. Consulta la red.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

Construir e interpretar modelos polinomiales aplicando las propiedades de
las funciones de grados tres y cuatro, para representar y resolver situacio-
nes y problemas tedricos o practicos, concernientes a su vida cotidiana y
escolar, que le permiten comprender y transformar su realidad.

Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de modelos polino-
miales, en el contexto de las situaciones reales o hipotéticas que describen.
Interpretar tablas, gréficas, diagramas y textos con informacion relativa a
las funciones polinomiales.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirird los conocimientos que le permi-
tiran:

Caracterizar el comportamiento general de las funciones polinomiales de
grados tres y cuatro.

Definir la influencia de los parametros de funciones de grados tres y cuatro
en su representacion grafica.

Solucionar ecuaciones factorizables.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Establecer similitudes en el comportamiento de las gréficas de las funcio-
nes polinomiales de grado impar (uno y tres), y entre las gréficas de las
funciones de grado par (dos y cuatro).

Bosquejar las gréficas de funciones polinomiales de grados tres y cuatro.
Determinar las intersecciones con el eje x de las gréaficas factorizables.
Aplicar las propiedades de las funciones polinomiales de grados tres y
cuatro en la resolucion de problemas.

Actitudes y valores
Al finalizar el bloque, el alumno serd competente para:

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus compafieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerara los de otras
personas.

Reconocer sus errores en los procedimientos y mostrara disposicién para
solucionarlos.

Actuar de manera propositiva al resolver los ejercicios planeados.
Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Reconocer el patron de comportamiento gréafico de las funciones polino-
miales de grados tres y cuatro.

Describir las propiedades geométricas de las funciones polinomiales de
grados tres y cuatro.

Utilizar las transformaciones algebraicas y propiedades geométricas para
obtener la solucién de ecuaciones factorizables y representar graficamente
las funciones polinomiales de grados tres y cuatro.

Utilizar las propiedades geométricas y algebraicas de las funciones poli-
nomiales de grados tres y cuatro en la resolucion de problemas.
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Evidencias de aprendizaje

e Caracteriza las gréaficas de funciones polinomiales como continuas con
trazos suaves.

*  Explica que las gréaficas de las funciones polinomiales de grado impar cre-
cen en un extremo y decrecen en el otro, mientras que los polinomios de
grado par en ambos extremos crecen o decrecen.

*  Traza las graficas de funciones polinomiales de grados tres y cuatro utili-
zando simetrias, la forma estandar de su ecuacién, el signo del coeficiente
principal, sus similitudes con las de grados uno o dos y sus posibles inter-
secciones con el eje x.

*  Aplica las propiedades de las funciones polinomiales de grados tres y cua-
tro para solucionar problemas tedricos o préacticos, por ejemplo, referentes
a volimenes, crecimientos, etcétera.

Actividad de aprendizaje significativo

Una caja tiene base cuadrada; cada una de las aristas de la base mide x y la altura
y centimetros. La longitud total de las aristas de la caja es de 64 centimetros. Con
estos datos:

a) Expresa el volumen de la caja como funcidn de x.
b) Traza la gréfica del volumen de la caja en funcion de x.
¢) Escribe el dominio V(x).

Vix) A

150

100

50

Y
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Construye tu conocimiento

« El volumen de la caja es el area de la base por la altura: V = x%.

» Lalongitud de sus aristas es 8x + 4y = 64.

» Despeja y de la expresion del paso anterior y sustitiyela en funcion del
volumen.

» Traza la gréfica para los valores dados y aproxima el mayor volumen de las
posibles cajas.

Funciones polinomiales de grados tres y cuatro

Son funciones continuas de grados impar y par, respectivamente, y sus graficas y
ecuaciones mas sencillas son las siguientes:

YA YA

<y

Comportamiento de los polinomios de grados tres y cuatro

Ya habiamos mencionado con anterioridad que cuando el grado de un polinomio
es impar los extremos de la curva se alejan en sentido contrario, y que cuando es
par se alejan en el mismo sentido; ahora analizaremos con mayor precision el com-
portamiento de los polinomios de grados tres y cuatro.

Polinomios de grado tres

El comportamiento final de un polinomio de grado tres P(x) = anx3 + anflx2 +
a X +a,es de la siguiente manera: si el coeficiente principal a_ es positivo y x
se hace grande en direccion positiva P(x) también lo hace y si x disminuye en di-
reccion negativa también lo hace P(x). Ahora, si a, es negativo y x se hace grande
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en direccion positiva, P(x) disminuye, y si x disminuye en direccion negativa,
P(x) crece. El siguiente esquema resume lo anterior.

- 3 2
P(x)=ax’+a ,x"+a ,Xx+a

2

YA YA

/ N\

<y

X
y — +eo cuando x — +eo y — —oo cuando x — +eo

a>0= a<0=
y — —oo cuando x — —co y — +eo cuando x — —co

Polinomios de grado cuatro

El comportamiento de un polinomio de grado cuatro P(x) = a x* + an_lx3 + an_zx2
+a_,Xx+a loresumimos con la siguiente ilustracion:

- 4 3 2
P(x)=ax"+a ,x"+a ,Xx"+a ,Xx+a,

YA YA

al

<y
Xy

\J

y — +oo cuando x — +oo y — —e cuando x — +
a>0=> a<0=

y — +oo cuando x — —o y — —oo cuando x — —
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Transformaciones de los monomios de grados tres y cuatro

Ejemplos:

1. Traza la gréfica del polinomioy = —x* - 2.

Solucion
Utilizamos la gréafica estandar y = x* y enseguida la transformamos mediante una reflexion con
respecto al eje x y luego desplazamos sus puntos 2 unidades hacia abajo.

3 yA yA

-2 -8 y=x* y=—x3-2
-1 -1 \

1 1
2 8

2. Traza la grafica del polinomioy = (x — 1)* - 2.

o

o
xY
xY

Solucion

Utilizamos la gréfica estandar y = x* y enseguida la transformamos con un desplazamiento
horizontal de 1 unidad a la derecha y otro vertical de 2 unidades hacia abajo, como se ve a
continuacion.

yl\ yl\

Xy
Xy

y=x* y=(x-1)*-2
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Intersecciones con el eje x (ceros de los polinomios)

Si P(x) es un polinomio y lo evaluamos en ¢ de manera tal que P(c) = 0, entonces
se dice que ¢ es un cero de P(x), o la interseccion con el eje x, 0 X = ¢ es una raiz
de la ecuacion P(x) = 0.

Ejemplos:

1. Encuentra la grafica y las intersecciones con el eje x de la funcion
P(x) =x%(x + 1)(x = 2).

Solucién

Para encontrar los ceros del polinomio igualamos a cero el polinomio
P(x) y resolvemos la ecuacién resultante, enseguida elaboramos una
tabla de valores del polinomio a la izquierda y a la derecha de los ceros
0 raices y trazamos una curva suave sobre los puntos resultantes en la
tabla.

P(x) =x*(x+1)(x—2) Polinomio dado
x*((x+1)(x—-2)=0 Igualamos a cero

Las raices del polinomio ocurren cuando cada uno de sus factores es
igual a cero. Es decir, x2=0,x+ 1 =0, x — 2 = 0. Las soluciones de la
ecuacion son: x =0, x = -1, y x = 2 y son las intersecciones con el eje
X. La interseccion con el eje y ocurre cuando x = 0, entonces P(0) =
(0)’(0 + 1)(0 — 2) = 0. La interseccion con y esta en (0, 0) como se ve
a continuacion. Lo mismo ocurre con P(=1) y P(2).

X P(x) t
-2 16
-1 0
0 0 - x
1 -2
2 0 P (%)= x*(x+1)(x~2)
3 36

2. Encuentra la grafica y las intersecciones con el eje x de la funcién
Q(x) =x%+x*—2x.
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Solucién

Para encontrar los ceros del polinomio igualamos a cero y factoriza-
mos el polinomio Q(x), enseguida elaboramos una tabla de valores del
polinomio a la izquierda y a la derecha de los ceros o raices y trazamos
una curva suave sobre los puntos resultantes en la tabla.

Q(X) = x>+ x%—2x Polinomio dado.

QX)=x*+x?>-2x=0 Igualamos a cero Q(x).

X(x*+x-2)=0 Factor comun.

Xx—1(x+2)=0 Factorizamos completamente el polinomio.
Esta Gltima igualdad se cumple cuando x =0, x =1, y x = -2.

Entonces las intersecciones con el eje x son (0, 0), (1, 0) y (-2, 0).
Elaboramos una tabla de valores y trazamos la gréfica:

X Q) &

-3 -12

-2 0

-1 2 >

X

0 0
1 v Q(x) = x%+ x?-2x
2 8
3 30

Sugerencias para graficar un polinomio

1.

»ow

Factoriza el polinomio para calcular los ceros del polinomio; aqui estas
encontrando las intersecciones con el gje x.

Elabora una tabla de valores del polinomio, evaluando la funcién para
valores de x, a la izquierda y derecha de los ceros determinados en el paso
anterior; no olvides determinar la interseccion con el eje y.

Grafica las intersecciones y los puntos encontrados en la tabla.

Determina el comportamiento final del polinomio.

Traza una curva suave sobre los puntos del paso 3.
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Evidencias de aprendizaje

1. Dada la funcion estandar y la grafica de algunas transformaciones de ésta,
escribe en el espacio en blanco de cada ilustracion la expresion algebraica de
cada funcion.

yA VT

Xy
Xy

YT yA

ol
<y

y=x*

Xy
—
—

Xy
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2. Dadas las siguientes funciones escribe la ecuacion que le corresponde a cada
gréfica.

a) y=—(x-2)"+3, b) y=(x-1)°-1, c) y=(x+2)'-2

VA vA yA

L] [

U

<Y

Xy

P

p—
B
Xy

3. Traza la grafica de la funcién dada y describe su comportamiento. (Observa
que puedes obtener facilmente los ceros o intersecciones con el eje x).

a) y=(x+1Kx-1)x+2), b) y=x(x-2)(x+1), c) y=x(x+2)(x-1)’

yA yA yA

<y
<y
<y

4. Factoriza y encuentra los ceros de los siguientes polinomios y describe su
comportamiento.

a) y=x>+x>-2x, b) y=-x(x*-4), c) y=x'—5x’+4
yA yA

xY

A( ) B( ) A( ) B( ) A( ) B( )
C( ) C( ) C( )
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500

400

300

200

100

Aplicaciones

5. Una caja de cartdn tiene la base cuadrada y cada una de las cuatro aristas de
la base tiene una longitud de x centimetros, como se muestra en la figura. La
suma de todas las aristas de la caja es de 96 centimetros.

a) Expresa el volumen V de la caja como una funcion de x.
b) Traza la grafica de la funcién V(x).

V(x)

x Y
x

6. Un cohete esta formado por un cilindro recto circular de 20 metros de altura,
coronado por un cono cuya altura y diametro son iguales, y cuyo radio x
es el mismo que el del cilindro. Expresa el volumen V(x) del cohete como
funcion del radio. EIl volumen de un cilindro es V = a7 rh y el de un cono

V=l77 rh.
3

A
Il

20 m
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7. Se desea construir una caja abierta a partir de un pedazo de cartén de 20 cm
por 40 cm, cortando cuadrados iguales de lado x en cada esquina y doblando
los costados. Determina el volumen de la caja en funcion de x.

/

20 cm

2X

x2 20

| 40 cm




96 Matematicas 1V

AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 4

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el namero correspondiente.

0 Nunca 5 Algunas veces 10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

» caracterizar el comportamiento general de las funciones
polinomiales de grados tres y cuatro?

» definir la influencia de los parametros de funciones de grados tres
y cuatro en su representacion gréafica?

* solucionar ecuaciones factorizables?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

» establecer similitudes en el comportamiento de las graficas de las
funciones polinomiales de grado impar (uno y tres), y entre las
gréficas de las funciones de grado par (dos y cuatro)?

 bosquejar las gréficas de funciones polinomiales de grados tres y
cuatro?

 determinar las intersecciones con el eje x de las graficas
factorizables?

 aplicar las propiedades de las funciones polinomiales de grados
tres y cuatro en la resolucién de problemas?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.4. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas y con el medio ambiente al estudiar el tema.
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Las galaxias son agrupaciones
de miles de millones de estrellas.
Estrellas, gas y polvo interestelar
orbitan alrededor del centro de la
galaxia debido a la gravitacion de
las demas estrellas.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

Construir e interpretar modelos polinomiales aplicando las propiedades
de los ceros de las funciones, para representar situaciones y problemas
tedricos o practicos, concernientes a su vida cotidiana y escolar, que le
permiten comprender y transformar su realidad.

Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de modelos
polinomiales, en el contexto de las situaciones reales o hipotéticas que
describen.

Interpretar tablas, graficas, diagramas y textos con informacion relativa a
las funciones polinomiales factorizables.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirird los conocimientos que le permi-
tiran:

Obtener el residuo de la division de un polinomio entre un binomio de la
forma x — a valiéndose del teorema del residuo.

Identificar si un binomio de la forma x — a es factor de un polinomio, va-
liéndose del teorema del factor.

Comprender el proceso de la divisidn sintética para un polinomio y un
binomio de la forma x — a.

Describir la prueba del cero racional y definir los teoremas fundamentales
del algebra y de la factorizacién lineal.

Reconocer los ceros reales y complejos de funciones polinomiales
factorizables.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Determinar si un binomio de la forma x — a, es factor de un polinomio, sin
necesidad de efectuar la division.

Obtener en forma abreviada el cociente y el residuo de la division de un
polinomio entre un binomio x — a.

Obtener los ceros y las graficas de funciones polinomiales factori-
zables.

Explicar la prueba del cero racional, el teorema fundamental del &lgebra y
el teorema de la factorizacion lineal.

Aplicar las propiedades de las funciones polinomiales en la resolucion de
problemas.

Actitudes y valores
Al finalizar el bloque, el alumno serd competente para:

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus compafieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerara los de otras
personas.

Reconocer sus errores en los procedimientos y mostrara disposicién para
solucionarlos.

Actuar de manera propositiva al resolver los ejercicios planeados.
Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Utilizar consecutivamente los teoremas del factor y del residuo y la
divisién sintética, para hallar los ceros reales de las funciones polino-
miales.

Emplear la division sintética para obtener en forma abreviada el cociente
y el residuo de la division de un polinomio entre un binomio de la forma
X —a.
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Emplear la prueba del cero racional, el teorema fundamental del algebray
el teorema de la factorizacién lineal, para hallar los ceros de una funcion
polinomial factorizable.

Aplicar y combinar las técnicas y procedimientos para la factorizacion y
la obtencion algebraica y grafica de ceros de funciones polinomiales, en la
resolucion de problemas tedricos o practicos.

Evidencias de aprendizaje

Aplica el teorema del residuo para hallar el cociente de la divisién de un
polinomio y un binomio de la forma x — a, sin efectuar ésta.

Aplica el teorema del factor y determina si x — a es factor o no del polino-
mio dado.

Al efectuar la divisién sintética, ordena los polinomios, agrega los coe-
ficientes cero necesarios, identifica el cociente y el residuo y escribe el
resultado como polinomio.

Utiliza el teorema del factor, el teorema del residuo, la division sintética,
la prueba del cero racional, el teorema fundamental del algebra y el teore-
ma de la factorizacion lineal, como herramientas de investigacion de ceros
y de transformacién de funciones polinomiales que modelan y solucionan
diversas situaciones reales o hipotéticas.

Actividades de aprendizaje significativo

1.

Recuerda el procedimiento largo de la divisién con nimeros y completa
la siguiente division escribiendo en los circulos en blanco el nimero que

- 14 .
falta. El resultado de la operacién es, 21+5 o0 bien (21)(21) + 14 = 455.

cociente

2

divisor 211 455 dividendo

—-42
3
-21

4 residuo
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2. El procedimiento largo para dividir polinomios es muy parecido a la divi-
sion larga con nimeros. Procede de la misma manera que en la actividad
anterior para encontrar el resultado de dividir 2x* + x — 8 entre x + 2.

cociente

2X —

divisor x+2 12x2 + x-8 dividendo
-2x% — 4x
_3X —
+6

residuo

Secuencia para realizar la division anterior

Ordena los polinomios.

Divide 2x? entre x y el resultado es 2x.
Multiplica el divisor x + 2 por 2x.
Resta y baja —8.

Divide —3x entre x para obtener —3.

Multiplica el divisor x + 2 por —3.

N o o~ wDdh e

Resta.

La division termina cuando el Gltimo renglén tiene una expresion de menor
grado que el divisor.
El resultado de la division se puede escribir como sigue:

2 —
2x“+x 8=2x—3— 2
x+2 x+2

o si multiplicamos la igualdad por (x — 2)

2XP+Xx—-8=(2x-3)(x+2) -2
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Autoevaluacion

Determina el cociente y el residuo de las siguientes divisiones expresando el resulta-
do de dos formas diferentes.

Division Resultado 1 Resultado 2

x> +8x-2
x+3

X +8x-2
x+5

N

X +6x+42
x*+3

X +6x+2
x—1

La division larga de los polinomios anteriores se puede resumir con el siguiente
teorema.

Algoritmo de la division

Si dividimos el polinomio P(x) entre otro polinomio d (x) # 0, entonces existen
polinomios Unicos q(x) y r(x) tales que P(x) puede expresarse como

P(x) = d(x)qg(x) + r(x)

dividendo divisor cociente residuo

donde r(x) puede ser cero o de un grado menor que el de d(x).

Teorema del residuo y del factor

Teorema del residuo

Si un polinomio P(x) se divide entre x — c, entonces el residuo es r = P(c).
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Para probar el teorema anterior dividimos P(x) entre x — ¢, donde ¢ es un
namero real, entonces la division la podemos expresar como

PO _ e obien P =q)Xx—c)+r
X—C X—C
donde r es una constante. Si hacemos x = ¢ tenemos que
P(c)=q(c)(c—c)+r
P(c)=a(c)(0) +r

P(c)=r.

Ejemplos:

1. Usando el teorema del residuo evalda la funcion P(x) = 2x> + x — 8 en
=-2.

Solucién
P(-2) =2(-2°+(-2)-8=-2

Lo que nos dice este resultado es que si dividimos 2x* + x — 8 entre
x + 2 el residuo es —2. Esto se puede probar realizando la division.

2. Dado el polinomio P(x) = x* + 3x? — 7x — 6, determina el residuo en
x = 2'y comprueba el resultado con la division de P(x) entre x — 2.

Solucién

P(2)=(2°+3(2*-7(2)-6=0 Evaluando el polinomio en x = 2.
Si hacemos la divisidn probamos que el residuo es cero, esto significa
que x — 2 es un factor del polinomio y que x = 2 es un cero de éste.

X2 +5x+3
x—2)x3+3x2—7x—6

- X +2x
5x*=7x—6
—-5x* +10x
3x—-6
—3x+6
0

(Continta)
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(Continuacién)

Lo que nos ensefia la division anterior es, si P(c) = 0 entonces por el
teorema del residuo

P(x)=(x—-c)-qa(x) + 0= (x-c)-q(x)

y por tanto x — c es un factor de P(x). Con esto, hemos demostrado el
teorema siguiente.

Teorema del factor

Un polinomio P(x) tiene un factor (x — c) , si y s6lo si P(c) = 0.

Ejemplos:

1. Factorizacion de un polinomio. Si P(x) = x* — 28x — 48, demuestra
que P(-4) = 0, y utiliza este hecho para factorizar el polinomio.

Solucién
Evaluando P(x) en x = —4 se ve facilmente que P(—4) = 0:

P(-4) = (-4)°-28(-4)-48=0

Utilizando la division de polinomios x—4x—12
tenemos que (observa la division al x+4) 4+ 0x2 —28x — 48
margen):
—x’—4x7
3
#qz_“_u —4x® —28x—48
* 4> +16x

Por tanto, la factorizacion del polino- —12x—48
mio es: 12x +48

P(X) = (x + 4)(x2 — 4x — 12) 0

=(x+4)(x +2)(x—6)

Recuerda: que para factorizar un trinomio de la forma x? + bx + ¢ se
buscan dos nimeros m y n que sumen b y multiplicados den c.

m+n=bymn=c

x2+bx+c=(x+m)x+n)




2. Encontrar un polinomio con ceros especificos. Obtén un polinomio

de grado 3 que tenga como ceros -2, 1y 3.

Solucién

De acuerdo al teorema del factor, x = -2, x = 1 y x = 3, son soluciones
del polinomio, por tanto (x + 2), (x — 1) y (x — 3) son factores de éste,
por lo que el polinomio buscado es

P(X)=(x+2)(x—1)(x—-3)=x>-2x*-5x+6

Observa los ceros en la grafica.

YA

Evidencias de aprendizaje

1. Realiza las siguientes divisiones por el método largo y comprueba el residuo

con el teorema del mismo nombre.

<y
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x+3

Division Residuo
3 2
a) x —=2x +3x+2: PQ) =
x—2
2
b) 4x —12x+5= P() =
x—1
3 2
0) 3x” —12x +3x+l: P(-3) =
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Division Residuo
gy 2x'-axr+dn-s P(_1) =
x+1
&) x4+2x3+3x2+2x—1: P(-2) =
x+2
2. Dado un polinomio P(x), demuestra que P(x) = 0 para el valor de x propuesto
y emplea este hecho para factorizar completamente el polinomio.
Polinomio Factorizacion de P(x)
a) PX)=x*-7x-6 para x=3 P(x) =
b) P(x)=2x*+3x’-11x—6 para x=-3 P(x) =
) PX)=x*-x>-9x+9 para x=1 P(x) =
d) P(x)=x’-28x-48 para x=-4 P(x) =
e) P(X)=x°*-6x*+11x—6 para Xx=2 P(x) =
3. Determina un polinomio P(x), del grado indicado que tenga los ceros dados.
Polinomio Factorizacion de P(x)
a) Grado3; ceros -3,-1,1 P(x) =
b) Grado4; ceros -1,0,1,3 P(x) =
c) Grado3; ceros -2,0,3 P(x) =
d) Grado4; ceros -3,-1,0,2 P(x) =

Division sintética

La division sintética es un método abreviado de la division de polinomios, pero
Unicamente puede utilizarse cuando se tienen divisores de la forma x — c. Este
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método es de gran ayuda para encontrar los factores de un polinomio. A conti-
nuacion te presentamos un ejemplo para un polinomio de grado 3, pero la técnica
se puede aplicar también a expresiones de grado 4 o mayores.

Divisién sintética
La siguiente técnica nos dice como dividir ax® + bx* + dx + e, entre x — c.
Flecha vertical: Indica que los términos se suman.

Flecha horizontal: Indica que los términos se multiplican por c.

ac

Residuo

Coeficientes del cociente

Ejemplos:

1. Vamos a dividir x* + 3x® — 7x — 6 entre x — 2, uno de los ejemplos que
resolvimos por el método largo.

Solucion
Aqui el divisor x — ¢ = x — 2, esto quiere decir que ¢ = 2.

2 1 3 -7 -6 Coeficientes del dividendo
2 10 6
1 5 3 0 Coeficientes del cociente
Residuo

Por lo tanto, tenemos;

X +3x*-Tx-6
x—2

=x>+5x+3
(Continta)
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(Continuacién)
2. Dividirx®+ 2x*—5entre x + 3.

Solucion
Aqui el divisor x — ¢ = x + 3, esto quiere decir que ¢ = -3.

-3 1 2 0 -5
-3 3 -9
1 =1 3 -14

Por lo tanto, tenemos;

X +2x+0x-5 14
——— =X —x+3-——
x+3 x+3

Evidencias de aprendizaje

En las siguientes propuestas utiliza la divisién sintética para determinar el cociente y
haz uso del teorema respectivo para probar el residuo de las divisiones.

Division Resultado

1. x*+2x*>+2x+1lentrex—2

2. x®—8x+2entrex+3

(Continua)
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(Continuacién)

3. x*=x®+2x*—x entrex-2

4. x*+5x3+2x*+x—lentrex+2

Prueba del cero racional de los polinomios

El teorema del factor nos dice que determinar los ceros de un polinomio en rea-
lidad es lo mismo que factorizarlo.
Para utilizar el siguiente teorema consideremos el polinomio

P(X) = (x—2)(x + 1)(x + 3) Forma factorizada
=x*+2x*-5x-6 Forma expandida

En la forma factorizada se pueden identificar facilmente que los ceros del
polinomio estan en -3, -1 y en 2. En la forma desarrollada, el coeficiente cons-
tante —6 se obtiene al multiplicar (—2)(1)(3). Esto quiere decir que los ceros del
polinomio son factores del término constante. El siguiente teorema resume la
observacion anterior.

Teorema de los ceros racionales

Si el polinomio P(x) = a x" + an_lx”‘l + .-+ +a, X + a, tiene coeficientes ente-
ros, entonces todo cero racional de P(x) es de la forma

P

q

donde p es un factor del coeficiente constante a,
y q es un factor del coeficiente principal a

Bloque 5
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Ejemplos:

1.

Factoriza el polinomio P(x) = x* — 3x* —6x + 8 .

Solucién

e fact 8 X1, £2, £448
Identificamos que P 65 de la forma 0TS de = ’ .
q factores de 1 t1,

Simplificando las fracciones y omitiendo las repeticiones, los posibles

valores de P son
q

+1, £2, +4, 18

Enseguida verificamos cuales de esos posibles ceros lo son realmente,
probando con uno y otro hasta que P(x) = 0.

P(-1) = (-1)*-3(-1)’-6(-1) +8=10 x=-1 no es cero de P(x).
P(1) = (1)*-3(1)*-6(1)+8=0 x=1  siescerodeP(x).

Como 1 si es cero de P(x), concluimos que x — 1 es un factor del po-
linomio. Ahora utilicemos la division sintética para factorizar el poli-
nomio.

Como el polinomio es de grado 3 y ya tenemos un factor, x — 1, pode-
mos factorizar totalmente el polinomio

P(x) =x*—3x*—6x+8
=(x—-1)(x*—2x-18)
=(x=-1)x+2)(x-4)

Las soluciones o ceros del polinomio sonx =-2,x=1y x=4.
Factoriza el polinomio P(x) = 2x° + 5x° — x — 6.

Solucion

Identificamos que § es de la forma

factoresde 6 +1, +2, £3, 6
factores de 2 1, £2
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Simplificando las fracciones y omitiendo las repeticiones, los posibles
valores de £ son

1
2 2
Enseguida verificamos cuales de esos posibles ceros lo son realmente,
probando con uno y otro hasta que P(x) = 0.

+1, +2, +3, +6, * +

N | W

P(-1) =2(-1)*+5(-1)’-(-1)-=6=-2 x=-1 no es cero de P(x).
P(1)=2(1)°+5(1)*-(1)-6=0 x=1  siescerodeP(x).

Como 1 si es cero de P(x), concluimos que x — 1 es un factor del polino-
mio. Ahora utilicemos la division sintética para factorizar el polinomio.

Ahora obtenemos facilmente la factorizacién parcial del polinomio:
P(x) = 2x° +5x° -~ x -6
= (X —1)(2x* + 7x + 6)
= (X —1)(2x* + 7x + 6)

Como no se ven de manera directa los factores de 2x° + 7x + 6 utiliza-
remos la férmula cuadratica para obtener los ceros restantes

L= -7+4(7) -42)(6) -7+1

22) 4
~7+1_ 3
a2
=l
4

. L 3
Las soluciones o ceros del polinomio son x=-2, x=-7 yx=1
Luego su factorizacion es:

P(x)=(x—-1)(2x+3)(x +2)
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Determinacion de los ceros racionales

1. Haz una lista de todos los posibles ceros utilizando el teorema de los
ceros racionales.

2. Utiliza la division sintética para evaluar el polinomio en cada uno de
los candidatos a ceros racionales determinados en el paso 1. Cuando
el residuo sea 0, anota el cociente respectivo.

3. Repetirlos pasos 1y 2 para el cociente. Detener el proceso cuando lle-
gues a un cociente cuadratico o que se pueda factorizar facilmente.

Evidencias de aprendizaje
En los siguientes polinomios escribe todos los candidatos a ceros racionales aplican-
do el teorema del mismo nombre y después factoriza totalmente los polinomios.
Polinomio Posibles ceros Factorizacion
1. PX)=x>+3x*-x-3
2. P(x)=4x>-7x+3
3. PX)=x"—-5x*+4
4, PX)=x°-4x*+x+6
5. P(X)=x*—2x*-3x*+8x-4

Numeros complejos

En el estudio del &lgebra es frecuente encontrarse con ecuaciones cuadréticas de
la forma x* + 1 = 0, las cuales no tienen solucion en el campo de los niimeros
reales, porque no hay un nimero real x que pueda elevarse al cuadrado y producir
—1. Para salvar esta deficiencia, los matematicos han creado un sistema expandi-
do, mediante lo que se llama unidad imaginaria i, que se define como

i=v-1 o bien i2=-1

Cuando se combinan nimeros reales con multiplos reales de esta unidad
imaginaria i, obtenemos el conjunto de nimeros complejos. Cada nimero com-
plejo puede escribirse en la forma estandar, a + bi. La parte real de este nime-
ro es ay la parte imaginaria es b.
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Numeros complejos

Para nimeros reales a y b, el nimero
a+hi

Es un nimero complejo. Sia =0y b= 0, entonces el nimero complejo bi es
un namero imaginario.

Ejemplos:

Bloque5 113

1. Los siguientes son ejemplos de nimeros complejos

Numero complejo Parte real Parte imaginaria
5+ 3i 5 3i
2 1, 2 1.
—+—1 = =1
3°5 3 5
5 5 0
3i 0 3

2. Lasolucién de la ecuacién cuadratica x* + 4 = 0 es:

x2+4=0
x?=—-4 Trasponiendo términos.
x=+J-4=42-1 Despejando x y simplificando.
X=%2i

3. Lasolucion de la ecuacion cuadratica x* + 2x + 4 = 0 con la férmula general es:

- 24427 —4(1)(4) Observa la simplificacion de v—12.

20)
_-2¢y-12
2

J-12 = Ja=3) =23 i

(Continta)
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(Continuacion)

Esta solucion significa que las raices de la ecuacion estan en: x=—1+ i3 y x=-1- i3

Teorema fundamental del algebra
y factorizacion lineal

En apartados anteriores vimos que un polinomio de grado n puede tener maximo
n ceros reales. En esta seccion vamos a estudiar que, en el sistema de los nimeros
complejos, cada funcién polinomial de grado n tiene precisamente n ceros. Este
resultado se deriva del teorema fundamental del &lgebra, demostrado por el
famoso matematico aleman Karl Friedrich Gauss (1777-1855).

Teorema fundamental del algebra

Todo polinomio P(x) de grado n, donde n > 0 tiene al menos un cero en el
sistema de ndmeros complejos.

Usando este teorema y la equivalencia de los ceros y factores, se puede
enunciar también el siguiente teorema.

Teorema de factorizacion lineal

Todo polinomio P(x) de grado n, donde n > 0 tiene precisamente n factores
lineales:

P(x) =a(x-c)(x-c,) - (x—c,)

dondec,,c,, ..., ¢, son nimeros complejos y a es el coeficiente principal de
P(x).

Observa que ninguno de los teoremas anteriores explican como encontrar los
ceros o factores de un polinomio; para tal prop6sito nos hemos de apoyar en las
técnicas desarrolladas con anterioridad.
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El teorema de factorizacién lineal indica que un polinomio de grado n

tiene precisamente n ceros, y que éstos pueden ser reales y complejos.

Ejemplos:

1.

Ceros de funciones polinomiales

a) Lafuncién de primer grado
f(x)=x-2
tiene exactamente un cero: x = 2.
b) Lafuncion de segundo grado
f(x)=x*—2x-3=(x+1)(x-23)
tiene exactamente dos ceros: x = -1y x = 3.
c) Lafuncion de grado tres
f(x)=x}+4x=x(x*+4)
tiene exactamente tres ceros: x = 0, x = -2i y x = 2i.
d) La funcién de cuarto grado
f)=x'—1=(x*+1)(x*-1)=(x+DXx-Dx+iXx-1i)

tiene exactamente cuatro ceros: x = -1, X =1, X=—ly X =1.

Obtener los cuatro ceros del polinomio
P(x) =3x"—2x®—x*-12x - 4.

Solucién
Utilizando el teorema de los ceros racionales, obtenemos la siguiente
lista de posibles ceros racionales:

+4

=41, +2, +4, +-, += +

>

p_ *l, £
q £l

-4

W | N
W

2, 1
+3 3’

(Continta)
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(Continuacién)
Con estos resultados y utilizando la divisién sintética, determinamos

quex=2y x= —é son ceros del polinomio, obteniendo la siguiente
factorizacion.
P(x) =3x*—2x*-x*-12x -4
=(x—2)(3x*+4x° + 7x + 2)
Primera division con residuo cero.

= (x—2)(x+%)(3x2 +3x+6)

Segunda division con residuo cero.

Los ceros del factor cuadratico son:

3P -40)60) _ 33T _ 1 AT

2(3) 6 27 2

Por tanto, los cuatro factores del polinomio P(x) = 3x* — 2x* —x* - 12x — 4
son:

Evidencias de aprendizaje

1. Dado un nimero complejo escribe la parte real y la parte imaginaria.

Nimero complejo Parte real Parte imaginaria

7+2i

4-3
5

23

5i




2.

Determina la factorizacion completa del polinomio.

Funciones polinomiales 111

Bloque 5

117

Ecuacion Factorizacion

1. P(x)=x*+9 P(x) =

2. P(x)=x"-16 P(X) =

3. PX)=x"-x*-6 P(x) =

4. P(x)=x°+8 P(x) =

5. PX)=x*-x—-6 P(x) =

6. P(X)=2x>+4x*+3x+1 P(x) =

7. P(X)=x°-27 P(x) =

8. P(x)=2x'-7x’-4 P(X) =

9. P(x)=x"+4 P(x) =
10. P(x)=x‘+2x*+1 P(x) =

Determina todas las soluciones de las ecuaciones.
Ecuacion Soluciones

1. x*+9=0

2. xX*+2x+2=0

3. 4x*+9=0

4. 2X°+2x+1=0

5 x'-1=0

6. x°-8=0

7. x*+8=0

8. x*-16=0

9. x*+4=0

10.

x*+2x*+1=0
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£+ Winplot. Seccion especial

Por ejemplo, para calcular los ceros de la funcion h(x) = 1 — 4x — 2x* en el pro-
grama, sigue esta secuencia.

2dim [ Ecua > f(x) =1-4x—2x"2 > Una —>»| Ceros

Esta es la pantalla final que debes obtener.

& Winplot
Ventana [\TGE]
&innombra3.wp2
Ayuda Ecua Ver Bins Una Dos Aywda Misc

=2 W N

X-intercepciones X

[0 =1-4x-2x"2

X=-2.22474

[Savar] X como[ A
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 5

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

0 Nunca 5 Algunas veces 10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

obtener el residuo de la divisién de un polinomio entre un
binomio de la forma x — a valiéndose del teorema del residuo?

identificar si un binomio de la forma x — a, es factor de un
polinomio, valiéndose del teorema del factor?

comprender el proceso de la division sintética para un polinomio
y un binomio de la forma x — a?

describir la prueba del cero racional y definir los teoremas
fundamentales del algebra y de la factorizacidn lineal?

reconocer los ceros reales y complejos de funciones polinomiales
factorizables?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

determinar si un binomio de la forma x — a, es factor de un
polinomio, sin necesidad de efectuar la division?

obtener en forma abreviada el cociente y el residuo de la division
de un polinomio entre un binomio x — a?

obtener los ceros y las gréaficas de funciones polinomiales
factorizables?

explicar la prueba del cero racional, el teorema fundamental del
algebra y el teorema de la factorizacion lineal?

aplicar las propiedades de las funciones polinomiales en la
resolucion de problemas?

Bloque 5
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.4. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes

categorias:
Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a89 90 a 100
Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccién

con los demaés y con el medio ambiente al estudiar el tema.







Funciones racionales

La contaminacion marina
~provocada por la actividad
humana, esta causando un
impresionante niimero de
zonas muertas en 10s océanos
donde el oxigeno disuelto

en el agua disminuye de
manera escalofriante a niveles
incapaces de sostener la vida
marina.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

e Construir e interpretar modelos con funciones racionales, aplicando razo-
nes entre funciones racionales para representar situaciones y problemas
tedricos o practicos, concernientes a su vida cotidiana y escolar, que le
permiten comprender y transformar su realidad.

e Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de mode-
los racionales, en el contexto de las situaciones reales o hipotéticas que
describen.

* Interpretar tablas, gréficas, diagramas y textos con informacion relativa a
las funciones racionales.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirird los conocimientos que le permi-
tiran:

e Definir los componentes polinomiales de una funcién racional.

* ldentificar las posibles asintotas de funciones racionales, horizontales,
verticales u oblicuas.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Expresar una funcidn racional mediante polinomios que carecen de facto-
res comunes.

Determinar el dominio de definicion de una funcion racional.

Determinar si una funcion racional posee asintotas horizontales, verticales
u oblicuas y obtener éstas en caso afirmativo.

Elaborar la grafica de una funcion racional auxilidndose, cuando existen
las asintotas.

Aplicar las funciones racionales en la resolucion de problemas.

Actitudes y valores

Al finalizar el bloque, el alumno serd competente para:

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus compafieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerar los de otras
personas.

Reconocer sus errores en los procedimientos y mostrar disposicion para
solucionarlos.

Actuar de manera propositiva al resolver los ejercicios planeados.
Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.
Asumir una postura constructiva, congruente con los conocimientos y ha-
bilidades con los que cuenta, dentro de distintos equipos de trabajo.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Identificar el dominio de definicion de las funciones racionales y determi-
nar la existencia de asintotas verticales.
Emplear la calculadora para tabular valores de funciones racionales.
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Aplicar los criterios para determinar la existencia de asintotas horizon-
tales, verticales y oblicuas y utilizar éstas para dibujar la grafica de una
funcion racional.

Aplicar las propiedades de las funciones racionales y su relacién con rec-
tas que son asintotas, para solucionar problemas tedricos o préacticos.

Evidencias de aprendizaje

Explica el significado de asintota.

Escribe el dominio de definicion de la funcion racional y obtiene las ecua-
ciones de las asintotas verticales a partir de los valores que hacen cero el
denominador.

Tabula valores alrededor de los ceros del denominador para conocer el com-
portamiento de las asintotas verticales, a la derecha e izquierda del origen
para detectar asintotas horizontales.

Compara los grados de los polinomios componentes y emplea el algoritmo
de la division para hallar asintotas horizontales y oblicuas.

Emplea las asintotas para graficar funciones racionales.

Utiliza asintotas, tablas y graficas al solucionar problemas teéricos o prac-
ticos modelados con funciones racionales.

Actividades de aprendizaje significativo

1. Costo del agua limpia. El costo C —en miles de ddlares— de elimi-
nar el p por ciento de contaminantes industriales que arroja una fabrica
en un rio esta dado por la ecuacion

=w, para 0<p<100
100-p

a) Con la funcion anterior completa la tabla dada a continuacién y
traza la gréfica correspondiente.

b) Halla el costo de combatir un 95% de la contaminacion.

¢) ¢Es factible para la sociedad combatir el 100% de la contami-
nacion?

p 0 20 40 60 80 90 100

C(p)
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P A
100

80 : ﬁh
s Ry
" | |

20

0 100 200 300 400 500 600 700 C

Costo en miles de ddlares

Actividad de investigacion

» Haz una breve resefia de la contaminacion en el agua, en el suelo y en el aire.

» ¢Como influyen en los seres humanos la contaminacion radiactiva, luminica,
sonora y visual?

e Consulta en la red, ¢qué son los contaminantes organicos persistentes
—COPs—?

2. Actividad en equipo. La tabla y la gréfica siguientes pertenecen a la
- 1 . . -
funcion r(x)=——, analicenla con cuidado y contesten las siguientes
X

cuestiones.

a) ¢Qué ocurre con la funcion cuando x = 0?

b) ¢Qué le pasa a r (x) cuando x se acerca mucho a cero por el lado de
los nimeros negativos?, esto se escribe asi: x — 0.

c) ¢Qué le pasa a r(x) cuando x se acerca mucho a cero por el lado de
los nimeros positivos?, esto se escribe asi: x — 0° .

d) ¢Como es el comportamiento de r(x) cuando x tiende hacia —oo?
(Se escribe, x — —o0).

e) ¢Como es el comportamiento de r(x) cuando x tiende hacia +?
(Se escribe, x — +00).

-3

-2

-0.01

—0.001

0

r(x)

:
3

L
2

10

100

1000
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0 0.001 0.01 0.1 1 2 3

r(x)

—oo -1000 -100 -10 -1 —— -

x y

Si hicieron un buen anélisis de la situacion anterior, seguramente sus res-
puestas son congruentes con éstas.

a) La funcién no esta definida para x igual a cero. Se escribe de la siguiente
manera:

r(x)= —% donde x#0
b) La funcion tiende hacia el infinito positivo. Es decir, en matematicas
r(x) - +e cuando Xx—0"
¢) La funcidn tiende hacia el infinito negativo. Es decir, en matematicas
r(X) — —oo cuando X — 0"
d) La funcién tiende a cero; es decir, a juntarse con el eje x.
rx) -0 cuando X — —oo

e) Lo mismo que en el inciso d). Observa la grafica.

r(x)y -0 cuando X — +oo
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Funcion racional. Definicion y elementos

Una funcion racional es de la forma

p(x)

r(x)=——

g(x)

donde p(x) y g(x) son polinomios y se supone que no tienen factores en comun.

Estas funciones no estan definidas cuando el denominador q(x) es cero y por
tanto no son continuas.

con q(x) =0,

Ejemplo:

x—1

x=2

Es evidente que la funcidn no esta definida para x = 2. En consecuencia,
es importante investigar el comportamiento de la funcion en valores cer-

canos a 2. Observa con mucha atencién la grafica para que comprendas las
siguientes conclusiones.

Trazar la gréafica de la funcion r(x) =

I (x) — —eo cuando x — 27 . “r(x) tiende al infinito negativo cuando x
tiende a 2 por la izquierda™.

r(x) — +eo cuando x — 2" . “r(x) tiende al infinito positivo cuando x
tiende a 2 por la derecha”.

Por altimo, r (x) — 1 cuando X — —eo y r(X) — 1 cuando X — +oo,

Y A &— Asintota
rix) = x=1 vertical

Asintota
horizontal

__-—-—Z.L_____
x '

(Continta)
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(Continuacion)

La recta x = 2 se llama asintota vertical, y la recta que estaeny =1 es
una asintota horizontal. En lenguaje coloquial, la asintota de una funcién
es una recta a la que la grafica se acerca cada vez mas conforme se recorre
la recta en cualquier direccion.

Otra manera de graficar una funcion racional r(x) es realizar la divi-
sién de sus componentes:

x—1

= 1+L2 Observa la division.

r(x)=x_2 X —

1
x—Zi x—1 =1+ 12
x—

—x+2
1

El resultado de la divisidn significa que la funcion r (x) esta desplazada
1 unidad hacia arriba y 2 unidades hacia la derecha.

Asintotas

1. Larecta x = a es una asintota vertical de una funcién y = r(x). Si

y—>teo 0 y——oo cuando x—a" 0 x—a
2. Larectay = b es una asintota horizontal de una funciény = r(x). Si

y—b cuando X—too 0 X—>—oo

Y A &— Asintota

y=r(x) L
vertical

I<

>

x

Asintota
horizontal
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Método general para graficar una funcion racional

Ejemplo:
2
- ., . x'—x-2
Trazar la grafica de la funcion racional r(x)=————.
X —x—6
Solucion:

1. Factorizamos el numerador y el denominador.

r(x):xz—x—Zz (x+D(x-2)
X=x-6 (x+2)(x-3)

2. Intersecciones con los ejes

Conelejex(y=0) Conelejey (x=0)
(x+1)(x—2) r(o)_(0+1)(0—2)_—_2_1
(x+2)(x=3) T (0+2)(0-3) -6 3

x+1(x-2)=0

Por tanto, x=-1y x =2

3. Asintota horizontal. Si existe, determinamos su valor dividiendo
tanto el numerador como el denominador entre la x con mayor ex-
ponente que se encuentra en el denominador, y luego hacemos ten-
der x hacia el infinito positivo o negativo.

¥ ox 2 : 1 2
r(x)_x2—x—2_x7_x72_?_ T x 2 _1-0 0_1
xX’—x—-6 xi x 6 l—l—i 1-0-0
x2oxr X x X

.. C .
Una expresion de la forma —- se acerca mucho a cero cuando x tiende

a oo, X

(Continta)
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(Continuacién)

4. Asintota vertical. Se presenta donde la funcion no esta definida; es

decir, donde el denominador es cero.

x+2)(x-3)=0 entonces X=-2 y x=3

Gréfica. Se grafica toda la informacion obtenida en los pasos 1-4 y
trazamos tantos puntos adicionales como sea necesario.

YA
X r(x) 1 i
1 I
5 1 1
1 1
-3 3 1 1
_____ I—-.—--I—--—-.y:’]
A e | o
1 1 ~
4 5 | 1 1 X
5 Asintota 1 1
i 1 |
horizontal | | < Asintota
I h vertical
1 1
xX=-2 x=3

Procedimiento para trazar graficas de funciones racionales

1.
2.

Factorizacion. Factoriza el numerador y el denominador.

Intersecciones. Encuentra las intersecciones en el eje x determinando los
ceros del numerador, y las intersecciones con el eje y haciendo x =0 en la
funcion.

. Asintotas verticales. Para obtenerlas primero determina los ceros del

denominador, luego analiza siy — +e 0y — —c0 a los lados de cada
asintota.

. Asintota horizontal. Determina la asintota horizontal dividiendo tanto el

numerador como el denominador entre la x con mayor exponente que se
encuentre en el denominador, y después haz que x — o,

. Traza la gréfica. Grafica la informacion obtenida en los primeros cuatro

pasos. Después calcula tantos puntos adicionales como creas necesarios.




Evidencias de aprendizaje
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1. Dadas las siguientes funciones racionales y su grafica determina las intersec-
ciones con los ejes y las asintotas.

131

a)

r(x)=

2—x
e

Intersecciones con el eje x

Intersecciones con el eje y

Asintotas verticales

Asintotas horizontales

Y A

Intersecciones con el eje x

Intersecciones con el eje y

Asintotas verticales

Asintotas horizontales
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2 Intersecciones con el eje x
¢ r(x)=
xX’—x-6
Intersecciones con el eje y
1 y A 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 : Asintotas verticales
Foodoocodlococococodooo
1 1
N 1 >
; >
1 X
1 1
1 1
- :
| i Asintotas horizontales
1 1
1 1
2 Intersecciones con el eje x
d) =22
x* =1
Intersecciones con el eje y
A
1 \/I
1 1
1 1
1 1 B _
| | Asintotas verticales
________ R e
===, D
T T X;
1 1
1 1
1 1
1 1
| | Asintotas horizontales
1 1
1 1
. 1
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2. Asocia cada grafica con su ecuacion y escribela debajo de cada ilustracion.

X’ +2
2x

a) f(x)= b)

vA

<y

g(x)=—

x*—4

x +1

yA

>

0

2

x°=3x+2

0 gx)=—7F—"—

x +x+1

YA
'—\ /—;
X
x

3. Determina la factorizacion, las intersecciones y las asintotas y después traza

la grafica de cada funcion racional.

Factorizacion

x—2
XX +2x-3

a) f(x)=

Intersecciones con x

Intersecciones con y
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Asintotas horizontales Asintotas verticales
Gréfica
X y y A
=
Factorizacion

By fy= 2t

x>—-x-6

Intersecciones con x Intersecciones con y
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Asintotas horizontales Asintotas verticales

Gréfica

Y

Funciones con asintotas inclinadas

2
. x +2x-3
Hay funciones como r(x) = BT en donde el grado del numerador es uno
X+
maés que el del denominador. Entonces, la funcion tiene una asintota oblicua o
inclinada. Si dividimos, tenemos que obtenemos la ecuacion de una recta mas
otra funcion racional.

Fijate que es la ecuacion de una rectay =mx + b

4
rxX)=(x+1) - —
) x+1
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Observa la division:

x+1

4
x+1 ' X +2x=3 =x+1-—
x+1

-x'— x
x-3
-x-1
-4

Esto significa que, para ciertos valores de x, la gréfica se acerca a la recta
y = mx + b, que representa la asintota inclinada. Por otra parte, factorizando el

numerador original para r (x):

_(x=D(x+3)
B x+1

r(x)

por lo que las intersecciones en x estdn en -3y 1, y la interseccién con y en —3.

La asintota vertical estd en x = -1.
Para bosquejar la grafica calculamos algunos otros puntos adicionales que

nos definan la curva.

1
1
4 3 :
3 1
R4
1
-2 3 /,' I
A 1
’ 1
2 é , [ 4
3 . !
1
3 3 y=x+ 1, es la asintota inclinada

Evidencias de aprendizaje

1. Dadas las siguientes funciones racionales y su gréfica, determina las intersec-
ciones con los ejes y las asintotas vertical e inclinada.
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x2—4 Intersecciones con el eje x
a) r(x)=
x—1
y A ; )
[N Intersecciones con el eje y
L
7
/
7
| . .
AL > Asintota vertical
| X
|
|
| Asintota inclinada
|
x2 Intersecciones con el eje x
by r(x)=
x—1
y A % . _
.\/ Intersecciones con el eje y
I Al
| /
| 7
7
a i
1! Asintota vertical
72 0 >
Z | $%
7 |
V.
Y |
: Asintota inclinada
/ |
|
X3 Intersecciones con el eje x
c) r(x)=—;
x =1

< - - ==

N
N
AN
N

N

Intersecciones con el eje y

Asintota vertical

Asintota inclinada
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2. Determina la factorizacion, las intersecciones y las asintotas vertical e incli-
nada y después traza la grafica de cada funcion racional.

4— 2 Intersecciones con el eje x
a) r(x)=
x+1
y A
Intersecciones con el eje y
> Asintota vertical
X
Asintota inclinada
E+x Intersecciones con el eje x
b) r(x)=
1-2x
y A
Intersecciones con el eje y
> Asintota vertical
X
Asintota inclinada
Aplicaciones

1. Costo promedio. El costo de producir x unidades de un producto es
C(x) = 150 + 0.25x ddlares.
Por tanto, el costo promedio por unidad es:

C(x) = 150+0.25x



Funciones racionales

Traza la grafica de la funcion costo promedio y halla el costo promedio de
producir 10,000 unidades de este producto.

Costo promedio
X C(x) 2A
200
400
1
600
800
1000
0 200 400 600 800 1000

Numero de productos

Poblacién de venados. La asociacion protectora de animales introduce 50
venados en un terreno para su reproduccion. El crecimiento del rebafio esta
dado por:

10(5+ 37)

Ct)= ,

® 14+0.04¢

a) Determina la poblacion de venados cuando t sea 10, 20 y 30 afios.

b) Segun la gréfica mostrada, ¢cudl es el limite del crecimiento del nimero
de venados?

Numero de venados

700
600

400

200

0 200 400 600 800
Numero de ahos

Bloque 6

139



140  Matematicas IV

AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 6

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el namero correspondiente.

0 Nunca 5 Algunas veces 10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

e definir los componentes polinomiales de una funcién racional?

« ldentificar las posibles asintotas de funciones racionales,
—horizontales, verticales u oblicuas?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

* expresar una funcion racional mediante polinomios que carecen
de factores comunes?

» determinar el dominio de definicién de una funcién racional?

* determinar si una funcién racional posee asintotas horizontales,
verticales u oblicuas y obtener éstas en caso afirmativo?

 elaborar la grafica de una funcion racional auxiliandose, cuando
existen las asintotas?

« aplicar las funciones racionales en la resolucién de problemas?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas y mul-
tiplica por 1.4. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccién
con los demas y con el medio ambiente al estudiar el tema.






Funciones exponenciales
y logaritmicas

Crecimiento demografico. Uno
de los principales problemas que
enfrentan las zonas turisticas

del mundo es el crecimiento
demografico que se comporta
como un modelo de funcion
exponencial y que opera en
detrimento de las reservas
naturales del planeta.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

e Construir e interpretar modelos con funciones exponenciales y logaritmi-
cas, aplicando las propiedades de crecimiento y decrecimiento propias de
estas funciones, para representar situaciones y resolver problemas teéricos
0 practicos, concernientes a su vida cotidiana y escolar, que le permiten
comprender y transformar su realidad.

*  Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacion de modelos
exponenciales y logaritmicos, en el contexto de las situaciones reales o
hipotéticas que describen.

* Interpretar tablas, graficas, diagramas y textos con informacién relativa a
las funciones exponenciales y logaritmicas.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirird los conocimientos que le permi-

tiran:

* ldentificar la forma de las funciones exponenciales (crecientes y decrecientes).

* Reconocer la funcién exponencial natural (el nimero e crecimiento o
decrecimiento en base e).

* Interpretar algebraica y gréaficamente la funcién logaritmica como la in-
versa de la funcion exponencial.



Identificar las propiedades de los logaritmos (inherentes a su definicién.
Operativas)

Comprender las propiedades y técnicas de resolucion de ecuaciones expo-
nenciales y logaritmicas.

Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habré desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Explicar por qué una funcién exponencial es creciente o decreciente.
Obtener el valor inicial y factor de crecimiento de una funcion exponencial.
Utilizar la funcion exponencial natural para modelar situaciones que invo-
lucran al nimero e.

Construir la funcion logaritmica como la inversa de la funcion exponencial.
Operar con logaritmos y resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
Reconocer situaciones que pueden modelarse mediante funciones expo-
nenciales y logaritmicas y aplicar éstas para hallar su solucion.

Actitudes y valores
Al finalizar el bloque, el alumno serd competente para:

Asumir una actitud de apertura que favorece la solucién de problemas.
Apreciar la utilidad de las técnicas algebraicas de resolucion de ecuacio-
nes, para simplificar procesos y obtener soluciones precisas.

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus compafieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerar los de otras
personas.

Reconocer sus errores en los procedimientos y mostrar disposicion para
solucionarlos.

Actuar de manera propositiva al resolver los ejercicios planeados.
Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.
Asumir una postura constructiva, congruente con los conocimientos y ha-
bilidades con los que cuenta, dentro de distintos equipos de trabajo.
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Indicadores de desempeio
Se pretende que el alumno logre:

A partir de la ecuacidn de la funcidn exponencial decidir si ésta es crecien-
te o decreciente.

Obtener valores de funciones exponenciales y logaritmicas utilizando ta-
blas o calculadora.

Trazar las graficas de funciones exponenciales tabulando valores, y utilizar-
las para obtener graficas de funciones logaritmicas.

Utilizar las propiedades de los logaritmos para resolver ecuaciones expo-
nenciales y logaritmicas.

Aplicar las propiedades y relaciones de las funciones exponenciales y lo-
garitmicas para modelar y resolver problemas.

Evidencias de aprendizaje

Determina si el valor de la base es mayor o menor que 1, para saber si la
funcidn exponencial crece o decrece.

Interpreta y aproxima potencias para exponentes reales cualesquiera con
propiedades de los exponentes, y los verifica o completa con calculadora.
Elabora las gréficas de las funciones exponencial y logaritmica con tabu-
lacion de puntos y reflexiones sobre la rectay = x.

Resuelve ecuaciones exponenciales y logaritmicas reescribiendo expo-
nentes como logaritmos y viceversa.

Aplica propiedades de exponentes y logaritmos, y las funciones expo-
nenciales y logaritmicas, para modelar situaciones diversas como interés
compuesto, continuo, depreciacion de un bien, etcétera.

Actividades de aprendizaje significativo
1. Latablay la grafica anexas muestran el comportamiento de una in-

version de P = 1000 pesos a una tasa de interés r de 10% a lo largo de
5 afios. Si se reinvierte el interés, completa la tabla para los afios 4 y 5
y verifica que los datos numéricos corresponden a la gréfica, para de-
terminar un modelo algebraico que represente el monto A después de
t afos. (Como se llama este modelo matematico?

Ao Secuencia algebraica Modelo
1 A=1000+1000(0.10) = 1000(1+0.10) = 1100 A=1000(1.10)'
2 A=1000(1.10)+1000(1.10)(0.10) = 1000(1.10)(1+0.10) = 1210 A=1000(1.10)
3 A=1000(1.10)* +1000(1.10)*(0.10) = 1000(1.10)*(1+0.10) = 1331 A=1000(1.10)°
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Monto total

1600
1500
1400
1300
1200
1100
1000‘

2. Actividad en equipo. Toma una hoja de papel de tu cuaderno que tiene
aproximadamente 0.026 milimetros de espesor. Estaras de acuerdo que
cada vez que doblemos la hoja a la mitad, el grosor de ésta se duplica.

a) Realiza el experimento de doblarla hasta 8 veces por la mitad.

b) Laideaes demostrar que la rapidez con que crece el grosor se com-
porta de acuerdo al modelo de la funcién f (x) = 2% donde x repre-
senta el nimero de veces que realizas el experimento de doblarla
por la mitad.

c) ¢Cuél seria el valor resultante del grosor de la hoja si pudiéramos
doblarla 50 veces?

Funciones exponenciales

Se llama funcién exponencial a la funcion de la forma f(x)=2"; la variable,

X, es el exponente. (Atencion: no confundas con la funcion potencia g(x)=x’,
donde la variable es la base).
En general, una funcién exponencial es una funcion de la forma

fx)=a
donde a es una constante positiva. Recordemos qué significa esto:

Si x = n, donde n es un entero positivo, entonces a" =a-a---a; si x = 0,
—

n veces

; _ 1 1
entonces a’ =1,y si x=-n, entonces a "= —= ————,
a" a-a--a
%/_/

n veces
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Una funcién exponencial es creciente, uno o decreciente dependiendo de si
el exponente variable x es positivo, cero 0 negativo respectivamente.

YA yA yA

ax a0 a>x

__ N~

A 4
<Y
<Y

Funcion creciente Funcidon constante Funcion decreciente

Ejemplo:

Trazar las gréaficas de las funciones f(x)=2"y g(x)=2""

Solucién:
Elaboramos una tabla de valores como la siguiente, marcamos los puntos en las coordenadas y
con una linea suave los unimos para obtener las curvas:

x yl\ .
X f(x)=2" | g(x)=2" 2 2
_3 1 8
8
2 l 4
B 4
1
= = 2
! 2
0 1 1 >
1
1 2 =
2
1
2 4 1
Es importante que notes que
L1
g(x)=2"=—

2x
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Factor de crecimiento. El ejemplo anterior nos ensefia que:

Si 0 <a <1, entonces la funcién a* decrece rapidamente conforme x se hace

mas grande.

Sia > 1 la funcion crece muy rapido y mientras mas grande sea la base, mas
rapido seré el crecimiento.
Si la base es mayor de 0, entonces la curva tiende a 0 cuando x decrece a
través de valores negativos, por lo que el eje x es una asintota horizontal.

Bloque 7

Funcion exponencial

Para toda a > 0, la funcion exponencial con base a queda definida por:

f(x)=a*

donde el dominio de f (x) son todos los nimeros reales y el rango es f (x) > 0. La gréfica
de f (x) tiene una de estas formas

f(x)=aXparaa>1

(0, 1)

__

yA

yA

f(x)=aXparaO<a<1

ol 7

Evidencias de aprendizaje

1. Identifica los valores de a y de x en cada funcion f(x) = a" de las siguientes
gréficas, y escribe en el recuadro la ecuacion que le corresponde a cada una

de ellas.

yA

(2,9)

Xy

yA

(-2, 4)

Xy

147
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2. Usa la grafica de f(x)=2" para escribir las ecuaciones g(x)=-2"+9 y
h(x)=2""+1en el espacio que le corresponde a cada una de las otras dos
gréficas. Recuerda las transformaciones de graficas que se estudiaron en sec-

YA

__

ciones pasadas.

f(x)=2%

3. Traza la gréfica de cada funcion utilizando una tabla de valores.

xY

. a) f(x)=3"

3X

(1/3)"

xY

BN

xY

x Y

x Y
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e ¢) hXx) =(0.6)

) '¢ (0.6)" y A

x Y

4. Determina la funcién correspondiente f(x) = a", cuya grafica se da en cada
caso.

YA YA

(1,3) (-1,3)

_ N

Xy

Xy

5. Identifica a cual de estas funciones exponenciales corresponden las gréficas:

a) f(0)=5, b f(=5", 0 [flx)=5"

YA YA YA

xY
xVY
xVY
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La funcion exponencial con potencias irracionales

i 0 ional, x=-—, : ,
Si x es un numero racional P donde son enteros > 0, entonces
q
p
q/ p

a ' =a? =va’.

En este caso, la gréfica de la funcion exponencial no ha sido problema, pero
¢qué ocurre cuando x es irracional? ¢Existen acaso “huecos” en la curva expo-

nencial? La respuesta es no, porque Si x=\/§z 1.7320, un ndmero irracional,
éste debe satisfacer la siguiente condicién

17<\3<18.
Por lo tanto,
21.7<2\/5<21.8_

Por supuesto, los nimeros 1.7 y 1.8 son nimeros racionales. En consecuen-
cia, buscando mejores aproximaciones:

1.73< \B <1.74 entonces 2B <9 i
1.7320 <3 <1.7321 entonces 2! <2V <17
1.73205<3<1.73206  entonces 2173205 < 23 < pl73n06

Esto nos lleva a la conclusion que siempre habra un nimero mayor que el

considerado a la izquierda y otro menor que el considerado a la derecha de \/5
respectivamente. Asi, la diferencia entre ambos extremos se va cerrando, y el
valor se puede calcular con exactitud hasta de seis cifras, lo que confirma nuestra
respuesta; no hay “huecos” y, por lo tanto, la funcién 2* es continua, es decir su
dominio es cualesquier nimero real.

yA ! yA

y=2X, x racional ! y=2X, xreal

x Y
xVY
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Funcion exponencial natural

La base de una funcién exponencial puede ser cualquier nimero positivo; sin
embargo, el 2 y el 10 son muy convenientes, porque representan el sistema nu-
mérico binario y el sistema decimal, respectivamente. En realidad, la base més
importante es el nimero identificado como e = 2.71828, porque aparece de ma-
nera natural en varios procesos y porque la pendiente de la funcién exponencial
y =e*en el punto (0, 1) es exactamente uno. ;Como se obtiene este nimero e ?
En matematicas, el nimero e se define como el valor mas proximo a la ex-

y 1) . :
presién y=| 1+—| cuando x toma valores muy grandes, es decir, cuando tien-
X

de al infinito. La tabla siguiente muestra algunos valores de dicha expresién, en
aproximaciones graduales hasta con cinco decimales. Observa la secuencia de
los valores de la tabla para comprender mejor esta expresion algebraica.

Puesto que 2 < e < 3, la gréafica de y = e* se encuentra entre las graficas de
y=2'yy=3.

Funcion exponencial natural
La funcion exponencial natural con base e = 2.71828 tiene la forma:
f(x)=e”

donde el dominio de f (x) son todos los nimeros reales.

1 X
X X
yA

1 2.00000 2.00000 o — > .
5 1.20000 248832
10 1.10000 2.59374
100 1.01000 2.70481 § y=e
1,000 1.00100 271692
10,000 1.00010 271814
100,000 1.00001 271826 y
1,000,000 | 1.000001 | 2.71828 | >
10,000,000 | 1.0000001 | 2.71828 x

151



152

Matematicas 1V

Es muy conveniente que utilices la tecla e* de tu calculadora cientifica para
evaluar la funcién exponencial f (x) = e*.

Por ejemplo, si vas a evaluar y = 3e*%; oprime la tecla e*, ingresa el nimero
1.23 y multiplica por 3. Obviamente, el procedimiento para realizar esta opera-
cion dependera del tipo de calculadora que utilices. En cualquier caso, si la usas

correctamente el resultado sera:

y = 3e"* = 10.2636

Autoevaluacion

Dada la funcion de y = e traza la graficade y = e * + 1y de y = * sin calcular
puntos, es decir a partir de la funcidon estandar. Determina el dominio, el rango y las

asintotas.

yA

xY

Dominio

Rango Asintotas Graficade y=e™ + 1

yA

xY
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Dominio

Rango

Asintotas Graficade y= e*2

Z

xY

Interés compuesto

Ejemplo:

Supongamos que se colocan 1000 pesos en una cuenta de ahorro que paga un interés compuesto de
6% anual y lo capitaliza cada tres meses. Determinar la cantidad de dinero que se junta al cabo

de 2 afios.

Solucién:

Si llamamos A, a la cantidad de dinero que se junta en el periodo n, tendremos que:

4= 1000+1000(

A4, =1000

=1000

4, =1000

=1000

1+

1+

1+

I+

0.06
4

0.06

06

0.
4
0.06

4

096 ) _1000{ 1+ 298 | = 1015
4 4

+ 1000( 15 0:06 )( 006
4 4

t

2

(

2
+ Of:m) = 1000(1 + %) =$1030.23

o~

2
+ 1000( 12 0:06 ) ( 006
4 4

0.06

3
1+¥): 1000(1+TJ = $1045.68

(Continta)
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(Continuacién)

Al cabo de 2 afios u ocho periodos de intereses:

Si P es el capital inicial que se invierte, r es la tasa de interés simple, n
es el nimero de periodos al afio en que se capitaliza el interés y A es el
monto después de t afios, el resultado de la situacion anterior se puede

0.06

*)12)
A =1000[1+T) =$1126.50

generalizar con la expresion:

gue nos permite calcular de manera directa el monto del capital inicial

A:P(Hﬁj ,
n

después de t afios con un interés compuesto.

Autoevaluacion

Calculo del interés compuesto. Se invierte una cantidad de 100 dolares a una tasa
de interés de 12% anual. Completa la tabla siguiente y determina los montos en la
cuenta después de tres afios si el interés se calcula anualmente, semestralmente, tri-
mestralmente, mensualmente y diariamente. ;Qué periodo de composicion es el mas

conveniente?

Periodos de composicion n Monto después de 3 aiios
0.12)" ,
Anual 1 A=100[ 1+ T =~140.50 ddlares
Semestral 2
Trimestral 4
Mensual 12
Diario 365
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Evidencias de aprendizaje

1. Seinvierten $10,000 a una tasa de interés del 8%, compuesto semestralmen-
te. Calcula el valor de la inversion después de 5 afios. Completa la secuencia
para encontrar la respuesta.

Periodo de composicion | Tasa n Valor de la inversion después de 5 afos

2. Seinvierten 300 dolares a una tasa de interés del 5% anual, determina el mon-
to de la inversion al final de 5 afios para cada una de las siguientes formas de
interés compuesto.

a) Anual, b) Semestral, ¢) Mensual, d) Diario

Periodo de composicion n Valor de la inversion después de 5 aios

Anual

Semestral

Mensual

Diario

3. Por un préstamo de $30,000 se paga una tasa de interés anual del 14%, com-
puesto semestralmente. Calcula el monto al vencimiento al final del nimero
de afios dado.

a) 4afos, b) 5 afios, c) 10 afios
Numero de aiios (1) n Valor del préstamo al final de t aiios
4 2
5 2
10 2
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El valor de un automovil es de $180,000. ;Cual tasa de interés dara la mejor
inversion en el automavil si se va a pagar en 5 afios?

a) 11.5% al afio, calculado semestralmente.
b) 10%, calculado trimestralmente.

Tasa de interés

n Monto del pago al final de 5 afos

11.5%

10%

Si los pagos del automovil de la situacién anterior se van a realizar mensual-
mente y no se necesita enganche, ¢cuanto se va a pagar al final de cada mes?
Valor presente de una suma de dinero es la cantidad que debe invertirse hoy
a una tasa de interés conocida, para producir la cantidad deseada en el futuro.

Determina cuanto dinero tienes que invertir hoy a una tasa de interés de
8% anual, compuesta semestralmente para recibir 100,000 pesos en 5 afios.
Completa la tabla.

n t Dinero con valor presente P

Interés continuamente compuesto

Cuando en el interés compuesto el nimero de periodos n aumenta de manera
indefinida y se hacen ciertas transformaciones algebraicas en su formula el resul-
tado es el interés continuamente compuesto, de manera que el monto final de
una inversion se puede obtener con la expresion A = Pe".

Interés continuamente compuesto

El interés continuamente compuesto se calcula con la férmula

donde A es el monto después de t afios

A=Ppe"

P es el capital inicial
r es la tasa de interés
t es el nimero de afios
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Ejemplo:

Se invierten 100 dolares a una tasa de interés de 12% anual. Determina el
monto de la inversion después de tres afios si el interés se calcula:

a) continuamente compuesto
b) compuesto diariamente

Solucién:
a) AquiP=100,r=0.12,t =3, por tanto

A= Pe" =100(e)*'> =~ 143.33 dolares.

b) Aqui P=100,r=0.12,n=365yt=3, por tanto

nt 0.12 (365)(3)
A=Pl1+2| =100[ 14222 ~143.32 dolares.
n 365

Observa que el interés compuesto diariamente y el interés continuo son
practicamente iguales porque n es muy grande.

Evidencias de aprendizaje

1.

¢Cudles tasas de interés y periodo de calculo del interés compuesto daran la
mejor inversion de un capital de $1000?

a) 11.5% anual, calculado semestralmente,
b) 11.25% anual, calculado trimestralmente,
c) 11% anual, calculado continuamente.

157

Periodo de composicion | Tasa n Valor de la inversion después de 3 aios

Semestral

Trimestral

Continuo
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2. ¢Cuales de las tasas de interés dadas y periodos de calculo del interés com-
puesto daran la mejor inversién de un capital de $1,000?

a) 10.5% anual, calculado semestralmente,

b) 10% anual, calculado continuamente

3. Determina el valor presente de $100,000 si el interés se pago a una tasa de 6%
anual, compuesto continuamente durante 3 afios.

Crecimiento exponencial

El crecimiento de una poblacién tiene el mismo principio que el interés continua-
mente compuesto. De hecho, en ambos casos: el crecimiento de una poblacion
(o de una inversion) por periodo es proporcional al tamafio de la poblacidn (o al
valor de la inversién). De manera que el crecimiento de una poblacion lo pode-
mos calcular asf:

Crecimiento exponencial

El crecimiento que observa una poblacion es exponencial y aumenta de
acuerdo a la relacion:

n(t) =ne"

donde n(t) es la poblacion al momento t
n, es el tamario inicial de la poblacion
r es la tasa relativa de crecimiento de la poblacion
t es el tiempo
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Ejemplo:

El conteo inicial de bacterias en un cultivo es de 500. Posteriormente, un
bidlogo hace un nuevo conteo de la muestra y encuentra que la tasa relativa
de crecimiento es de 40% por hora.

a) Obtener una formula para calcular el nimero n(t) de bacterias
después de t horas.

b) ¢Cual es el conteo estimado después de 5 horas?

c) Trazar la grafica.

Solucién:

a) n(t) =500e"*" porque n, =500y r = 0.40

b) n(5) = 500e®“® ~ 3695

C) Numero de bacterias

A (5, 3694.5)

3000
2000

1000

Y

0 1 2 3 4 5
Numero de horas

Evidencias de aprendizaje

Situacion Solucion

1. El nGmero de bacterias en un cultivo esta dado
por la formula n(t) = 500¢***, donde t se mide a)
en horas.

a) ¢Cudl es la tasa relativa porcentual de cre-
cimiento de esta poblacion?

b) ¢Cual es la poblacion inicial del cultivo? | b)

c) ¢Cuantas bacterias tendra el cultivo des-
pués de tres horas?
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2. La poblacion de cierta ciudad tiene una tasa
relativa de crecimiento de 3% anual. La pobla-
cion en el afio 2000 era de 350,000 habitantes.
Determina la poblacién que tendré la ciudad en
el afio 2020.

3. En 1987, la poblacion de nuestro planeta se es-
timo en 5,000 millones de personas y la tasa
relativa de crecimiento se estimo en 2% anual.
Asumiendo que la poblacion mundial sigue un
modelo de crecimiento exponencial, determina
la poblacién mundial para el afio 2010.

4. Unasustancia radiactiva se desintegra de forma
que la cantidad de masa que queda después de | a)
t dias esta dada por la funcion m(t) = 13e %,
donde m esta en kilogramos.

a) Determina la masa en el tiempo t = 0. b)
b) ¢Cuanta masa queda después de 45 dias?

5. La poblacion de venados en cierta region de la
sierra Tarahumara tiene una tasa de crecimien-
to relativo de 5% anual. Se estima que la pobla-
cion en el afio 2000 fue de 5,000. ¢Cual sera la

poblacion en el afio 20127

Funciones logaritmicas

Por definicidn, la funcién logaritmo es la inversa de la funcién exponencial. Ense-
guida te decimos por qué:

Funcion logaritmo

Sea a un namero positivo diferente de 1. La funcidn logaritmo con base a,
denotada por log, se define como:

log,x=y 0, escrito de como exponencial, a’=x;

En otras palabras, un logaritmo es un exponente al cual debe elevarse la base
a para obtener x.

Entonces, si un logaritmo es un exponente, se puede escribir en forma de
logaritmo o de exponencial.
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El log, x =y se lee como “El logaritmo de x de base a es y” y significa que y
es el exponente de la base a para obtener x.

Ejemplos:

1. log,u=v porque 2" = u, significa que v es el exponente
de 2 para obtener u.

2. log,,10,000=4  porque 10* = 10,000, significa que 4 es el ex-
ponente de 10 para obtener 10,000.

3. log,8=3 porque 2% = 8, significa que 3 es el exponente
de 2 para obtener 8.

1 5 11
4. 1og2(§):—3 porque 2 =§=§, significa que -3 es el

exponente de 2 para obtener %

Grafica de la funcion logaritmo

Hemos visto que la funcion exponencial tiene como dominio todos los nimeros
reales, y como rango el intervalo f (x) > 0.

Como la funcidn logaritmo es, por definicion, inversa a la exponencial, en-
tonces su dominio es x > 0y su rango son todos los nimeros reales. En la figura
anexa, el logaritmo es el reflejo de la funcién exponencial a lo largo de la recta

Yy =X

y A

Observa que, puesto que a° = 1, es evidente que log, 1 =0, porque O es el
exponente de la base a, para que al elevarla nos dé 1.
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Ejemplos:

1. Gréfica de una funcion logaritmo. Trazar la grafica de y = log, x elaborando una tabla de
valores.
Elaboramos la tabla escogiendo valores de x como potencias de 2 para encontrar facilmente
sus logaritmos. (Observa que el exponente de la base 2 es el logaritmo de x).

X log, x y

1 0

21 1 /
22 2 5
2° 3 x

2 =il

2 -2

2 -3

También puedes obtener la funcion logaritmo de base 10 y de base e de manera directa en tu
calculadora cientifica.

2. Reflexion de las gréficas de logaritmos. Traza la grafica de las funciones:
a) y=-log,x b) y=log,(-x)
Solucién:

a) A partir de la funcion estandar de y = log, x reflejamos cada punto con respecto al eje x y
obtenemos y = —log, X.

b) De manera analoga obtenemos y = log, (-x) pero reflejando los puntos de y = log, x con
respecto al eje y.

YA A

y=-log, x
X \\ X'

y =log, x y =log, (-x)

o 7

3. Traslacion de las graficas de logaritmos. Traza la grafica de las funciones:

a) y=1+log,x b) log, (x-2)
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a) A partir de la funcion estandar de y = log, x trasladamos verticalmente cada punto de la

curva 1 unidad hacia arriba.

b) A partir de la funcion estandar de y = log, x trasladamos horizontalmente cada punto 2 uni-

dades hacia la derecha.

/
>
X

y=log, x

Logaritmos comunes y naturales

y=1+log, x

Logaritmos comunes

El logaritmo con base 10 se conoce
como logaritmo comun, y se denota
omitiendo la base

y A

N
% ¥

log,, x = log x
Siy = log x, significa que 10Y = x.
y =log x
Logaritmos naturales y A -

El logaritmo con base e se conoce como
logaritmo natural, y se denota mediante
In

Inx=log, x

Siy = In x, significa que e’ = x.

Lafunciény =In xesinversadey =e*.

/
>
X

y=log, (x -2
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Ejemplos:

1. Utiliza una calculadora para obtener la gréfica de y = log x.

Solucion:
Utilizando una calculadora elaboramos una tabla de valores, para va-

lores de x mayores de cero y graficamos los puntos obtenidos, unién-
dolos con una curva suave.

X log x %
0.1 -1
0.5 -0.30
1 0 :
4 0.60 /
5 07 y=log x
10 1

2. Determinacion del dominio de una funcion logaritmo. Hallar el do-
minio de y = In(x — 2).

Solucién:

Como sabemos, de acuerdo a la definicion de logaritmo, x — 2 > 0; por
lo tanto, x > 2.

Evidencias de aprendizaje

1. Completa la tabla que aparece enseguida expresando la ecuacion dada en
forma exponencial.

Ecuacion Exponencial Ecuacion Exponencial
a) log,16=4 b) log,81=4
1
c) 10g42=5 d) In6=x
e) In(x-1)=2 f) Inu=3
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2. Completa la tabla que aparece enseguida expresando la ecuacién dada en
forma de logaritmo.

Ecuacion Logaritmo Ecuacion Logaritmo
a) 2°=16 by 3‘=81
1 X —
C) (4)5 ) d) =6
e) e’=x-1 f) e=u

3. Usa la definicién de logaritmo para completar la tabla y determinar el valor

de x.
Ecuacion Valor de x Ecuacion Valor de x
a) log,x=4 X = b) log,,x=2 X =
1
c) log,16=4 X= d) log 6= 3 X=
e) Inx=1 X = f) log,x=3 X =

4. Utiliza una calculadora cuando lo consideres necesario para evaluar la expre-
sion dada aproximando tu respuesta con cuatro decimales.

a) log2= b) log10= ¢) log325= d) In5=

e) log 1000 = f) log,1= g) In50= h) In(14+5) =

5. Determina el dominio de la funcion dada.

Funcion Dominio Funcion Dominio

a) y=log(2+3x) b) y=log(x*-1)

c) y=Inx+In(x-1) d) y=2-%
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6. Relaciona la funcién logaritmo dada con la grafica correspondiente.

a) y=In2-x) b) y=-Inx c) y=Inx

% yll y A

/f g N
\(

Xy

7. Anpartir de la funcion estandar y = In x traza las graficas de:

a) y=Inkx+1) b) y=1+Inx c) y=-In(—x)

yA yA yA

Xy
Xy
Xy

Leyes de los logaritmos

En secciones anteriores hemos estudiado que los logaritmos son exponentes, por
tanto las leyes de éstos tienen que ser la base de las leyes de los logaritmos. A
continuacion se presentan dichas leyes omitiendo su demostracion, ya que su
interés, en Gltima instancia, estriba en la amplia variedad de aplicaciones que
tienen.

Leyes de los logaritmos
Sean A >0, B >0y n cualquier nimero real.

1. log (AB)=log,A+log B  Ellogaritmo del producto de numeros es la
suma de los logaritmos de los ndmeros.
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A . . .
2. log, (—) =log,A—log B El logaritmo del cociente de nUmeros
B es la diferencia de los logaritmos de los
nGmeros.

3. log (4")=nlog, A El logaritmo de una potencia de un nimero
es el exponente multiplicado por el logarit-
mo del nimero.

Ejemplos:

1. Utilizar las leyes de los logaritmos para reescribir cada expresion.

2
a) y=In7x  b) y=logx¥y®) ) y=I——

sx
Solucién:
a) y=In7x=In7+Inx Utilizando la primera ley
b) y=log(x’®)=logx®+logy® Utilizando la primera ley

=3logx+5logy Utilizando la tercera ley
c) y= lnz—x =1In(2x)— lni/§ Utilizando la segunda ley
Ysx
= ln2+lnx—%1n(5x)= ln2—%(ln5+lnx)
Utilizando la 12 y 32 leyes.
2. Escribir la expresion 210gx+%10g(x—3) €OmMo un monomio.

Solucién:
1

1 = ..
2logx +510g(x— 3)=1logx” +log(x—3)? Utilizando la tercera ley

1
= log[xz(x—3)2] Utilizando la primera ley

Atencion. Las leyes de los logaritmos nos ayudan a simplificar los
productos, cocientes y potencias de logaritmos, sin embargo, no hay
leyes para el logaritmo de una suma o una diferencia de manera que
debemos tener cuidado cuando hagamos uso de ellas.

log(a—b)=loga—logh

167



168 Matematicas IV

Autoevaluacion

1. Utiliza las leyes de los logaritmos para escribir las siguientes expresiones en
forma expandida.

a) log (xy)’ =
b) logvl+x® =
C) IOg x+2 _
1+ x?
2. Utiliza las leyes de los logaritmos para escribir las siguientes expresiones
como un solo logaritmo.
a) 3logx+3logy=
b) llog(l+x2)—llogx2 =
2 2
1 2
c) 10g(x+2)—510g(1+x )=

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Las definiciones de logaritmo y exponencial —asi como sus propiedades— son
muy Utiles, porque podemos resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas, y
también modelar situaciones con dichos conceptos.

Ejemplos:

1. Resolver para x la ecuacién 2* = 5.

Solucion:
2"=5
In2*=1In5 Sacamos logaritmos de ambos lados.
xIn2=In5 Usamos la tercera ley.
In5 .
x=—=2.3220 Despejando x y usando una calculadora.

In2
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2. Resolver para x la ecuacion 3**2 = 7,

INn3*?=In7 Obtenemos logaritmos de ambos lados.
x+2)In3=In7 Usando la tercera ley.
x+2= In7 Despejando x + 2.
In3
x= In7_ 2=~-0.22876
In3

Despejando x y usando una calculadora.

3. Resolver para x la ecuacion e®* > = 4,

Procedemos de la misma manera que en los ejemplos anteriores.

e3—2x =4
Ine**=1In4
(3—=2x)Ine=1In4
3-2x=1In4 (porque Ine = 1)
—-2x=In4-3
= In4-3 _ 3—1n4 ~0.807
-2 2
4. Resolver para x la ecuacion log, (25 - x) = 3.
log, (25-x) =3
25 —x=2° Definicion de logaritmo.
—~x=2°-25 Escribimos la ecuacion en forma expo-
nencial.

x=25-2=17 Resolvemos para x.

Evidencias de aprendizaje

Encuentra la solucidn de las ecuaciones dadas y exprésalas con cuatro decimales.

169
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Ecuacion Solucion

2. 227*=3

X =
3. 5—X/100 = 2

X =
. 50,

l+e*

X =
5. Inx=10

X =
6. log(3x+5)=2

X =
7. log, (x*—x—-2)=2

X =
8. log(x+2)+log(x—1)=1
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Aplicaciones

1. Se invierten $10,000 a una tasa de interés del 8% anual, compuesto semes-
tralmente. Determina el tiempo t necesario para que la suma de dinero inver-
tido sea igual a $14,800.

Solucién:

Recordamos la férmula de interés compuesto 4 = P(1+£J con A = 14800,
n

P =10000, r =0.08, n = 2 y resolvamos la ecuacién exponencial.

2t
14800 = 10000(1+¥)

1.48 = (1.04)* Dividimos entre 10,000 en ambos lados.
In 1.48 = In(1.04)*' Tomamos el logaritmo en ambos lados.
In 1.48 = 2t In(1.04) Aplicamos la tercera ley.
t= _In148 _ 5 afios Resolvemos para t.
21In(1.04)

En aproximadamente 5 afios es posible juntar 14,800 pesos con esa tasa
de interés.

2. Enel afio 2000, la poblaci6n de nuestro planeta se estimé en 6,500 millones de
personas Y la tasa relativa de crecimiento se estimo en 2% anual. Asumiendo
que la poblacion mundial sigue un modelo de crecimiento exponencial, ¢en
cuanto tiempo la poblacién llegara a ser 9,700 millones de personas?

Solucion:
Utilizamos la férmula de crecimiento exponencial n(t) = ne" con n(t) = 9700,
n, = 6500, r = 0.02, y resolvamos la ecuacion exponencial.

9700 = 6500e"™

15=¢** Dividimos entre 6,500 en ambos lados.
In(1.5) = In(e**) Tomamos el logaritmo en ambos lados.
In(1.5)=0.02tIne Aplicamos la tercera ley.
Inl.5

= ~ 20 afos Resolvemos para t. (Recuerda que Ine = 1).
0.02Ine

En 20 afios la poblacion del planeta serd aproximadamente de 9,700 mi-
llones de habitantes con esa tasa de crecimiento.
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Evidencias de aprendizaje

1. Seinvierten $5,000 a una tasa de interés del 6%, compuesto semestralmente.
Determina el tiempo t necesario para que el dinero invertido se duplique.
Completa la secuencia para encontrar la respuesta.

A P r n Tiempo necesario t

2. Determina el tiempo necesario para que una inversion de 500 dolares crezca
a 800 ddlares a una tasa de interés de 4% anual compuesto trimestralmente.

A P r n Tiempo necesario t

3. Se invierte una suma de $30,000 durante 4 afios, y se calcula un interés com-
puesto semestral. Si la inversidn alcanzé $45,000 en el tiempo dado. ¢Cuél
fue la tasa de interés?

A P t n Tasa de interés r
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4. Lapoblacién de cierta ciudad fue de 100,000 en 1994, y la tasa de crecimien-
to relativo observada es de 4% anual. ;En qué afio alcanzara la poblacion el
doble de habitantes?

n(t) n r t

5. El nimero de peces que observa una especie estd dado por la férmula
n(t) = 12, donde t se mide en afios y n(t) en millones.

a) ¢Cual es la tasa de crecimiento relativo de la poblacion de peces?
Exprésalo en porcentaje.

b) ¢Cual serd la poblacion de los peces en 5 afios?

c) ¢En cuéntos afios la especie alcanzard el nimero de 30 millones de
peces?

n(t) n r Tiempo en que la especie sera de 30 millones

6. Lamasam(t) que queda después de t dias de una muestra m = 50 gramos de
una sustancia que se degrada exponencialmente est4 dada por

m(t) = 506—0027[

a) ¢Cuanto quedara de la muestra después de 60 dias?
b) ¢Después de cuantos dias sélo quedaran 10 gramos de la muestra?

m(t) m, r Tiempo en que quedaran 10 gramos
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7. Escala de Richter. En 1935, el gedlogo estadounidense Charles Richter de-
finio la magnitud de un terremoto como:

I
M =log—
&

donde | es la intensidad del terremoto y S un terremoto estandar.

Terremoto de 1906 en San Francisco, Estados Unidos.

El terremoto que vivio la ciudad de San Francisco en 1906, tuvo una
magnitud estimada en 8.3 en la escala de Richter. El mismo afio ocurri6 el te-
rremoto mas fuerte registrado jamas, en la frontera entre Colombia y Ecuador
y fue 4 veces mas intenso que el de San Francisco. Para averiguar cual fue la
magnitud del sismo entre Colombia y Ecuador en la escala de Richter, utili-
zamos de esta forma los datos anteriores.

La magnitud del sismo de San Francisco es M = logé =83

La intensidad del sismo entre Colombia y Ecuador fue 41.
De manera que la magnitud de este terremoto fue

M= logﬂ =log4+ logi =log4+8.3=89
S S
Ahora bien, si el terremoto que ocurrid en Alaska en 1964 tuvo una mag-

nitud de 8.6 en la escala de Richter, ;cudntas veces fue mas intenso este
terremoto que el de 1906 en San Francisco?
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 7

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

0 Nunca 5 Algunas veces 10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

identificar la forma de las funciones exponenciales (crecientes y
decrecientes)?

reconocer la funcion exponencial natural (el nimero e
crecimiento o decrecimiento en base e)?

interpretar algebraica y gréficamente la funcién logaritmica como
la inversa de la funcién exponencial?

identificar las propiedades de los logaritmos (inherentes a su
definicion. Operativas)?

comprender las propiedades y técnicas de resolucion de
ecuaciones exponenciales y logaritmicas?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

explicar por qué una funcion exponencial es creciente o
decreciente?

obtener el valor inicial y factor de crecimiento de una funcion
exponencial?

utilizar la funcion exponencial natural para modelar situaciones
que involucran al nimero €?

construir la funcion logaritmica como la inversa de la funcién
exponencial?

operar con logaritmos y resolver ecuaciones exponenciales y
logaritmicas?

reconocer situaciones que pueden modelarse mediante funciones
exponenciales y logaritmicas y aplicar éstas para hallar su
solucion?

Bloque 7
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.9. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes

categorias:
Menos de 59 60 a 69 70a79 80a89 90 a 100
Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccién

con los demaés y con el medio ambiente al estudiar el tema.







Funciones periodicas seno
y coseno

Atardecer en el mar. Los
fenémenos ciclicos o periddicos,
como el movimiento de las olas,
el sonido, el movimiento de un
péndulo, el funcionamiento

de un motor, etc., se pueden
modelar con las funciones
trigonométricas como el seno

y el coseno.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

*  Construir e interpretar modelos periddicos, aplicando las propiedades de
las funciones senoidales, para representar situaciones y resolver proble-
mas tedricos o précticos concernientes a su vida cotidiana y escolar, que le
permiten comprender y transformar su realidad.

* Contrastar los resultados obtenidos mediante la aplicacién de mode-
los senoidales, en el contexto de las situaciones reales o hipotéticas que
describen.

* Interpretar tablas, graficas, diagramas y textos con informacion relativa a
las funciones senoidales.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno adquirira los conocimientos que le
permitiran:

e Comprender las funciones senoidales
y=AsenBx+C
y=AcosBx+C

e Definir la amplitud, el periodo, la frecuencia y la fase de una funcion
senoidal.
e Reconocer e interpretar la gréafica de una funcion senoidal.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitiran:

Obtener casos particulares de funciones senoidales a partir de modelos
generales.

Determinar la amplitud, la fase, el periodo y la frecuencia de funciones
senoidales particulares.

Distinguir situaciones en las que es posible aplicar un modelo senoidal
para su descripcion y estudio.

Aplicar las funciones senoidales en la resolucion de problemas.

Actitudes y valores
Al finalizar el bloque, el alumno serd competente para:

Asumir una actitud de apertura que favorece la solucién de problemas.
Apreciar la utilidad de las técnicas algebraicas de resolucion de ecuacio-
nes, para simplificar procesos y obtener soluciones precisas.

Presentar disposicion al trabajo colaborativo con sus compafieros.
Aportar puntos de vista personales con apertura y considerar los de otras
personas.

Reconocer sus errores en los procedimientos y mostrar disposicion para
solucionarlos.

Actuar de manera propositiva al resolver los ejercicios planeados.
Proponer maneras creativas de solucionar problemas matematicos.
Asumir una postura constructiva, congruente con los conocimientos y ha-
bilidades con los que se cuenta, dentro de distintos equipos de trabajo.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Describir la relacion que existe entre las funciones trigonométricas y las
funciones circulares seno y coseno, y las funciones senoidales.
Argumentar la eleccion de una de las formas senoidales para modelar una
situacion o fendmeno especifico.

Obtener la amplitud y el periodo para graficar una funcion senoidal.
Describir la relacion entre periodo y frecuencia.
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P(x, y)

y

J (1,0)

Resolver o formular problemas de su entorno u otros ambitos que pueden
representarse mediante funciones senoidales.

Evidencias de aprendizaje

Describe el cambio en el dominio al pasar de funcion trigonométrica a
circular y periddica.

Distingue seno y coseno a partir del desfasamiento con respecto al eje y.
Explica e interpreta geométricamente la amplitud y el periodo como con-
tracciones o dilataciones verticales u horizontales de las graficas circulares
Seno y coseno.

Explica que el periodo es el reciproco de la frecuencia e ilustra la interpre-
tacion de cada uno con ejemplos de fisica.

Utiliza la division en cuartos para ubicar en el periodo un ciclo completo
de la gréfica.

Aplica las propiedades y relaciones de las funciones senoidales para mo-
delar y resolver problemas que conllevan la nocién de periodicidad o ci-
clos que se repiten (mareas sonidos, etcétera).

Actividad de aprendizaje significativo

La figura describe el movimiento de un piston sujeto a una rueda de radio 1 (circu-
lo trigonométrico). Completa la tabla dada para calcular la posicién vertical y del
pistén después de un ciclo completo de la rueda para los valores sugeridos del an-

gulo @y enseguida grafica los valores obtenidos en la tabla.

Sugerencia: antes de realizar la actividad recuerda los conceptos del circulo

trigonométrico.

Circulo trigonométrico. Es un circulo cuyo radio es la unidad y
gue nos auxilia para determinar las coordenadas de un punto P(X, y)
desplazado un arco @ dado en radianes a partir del punto P(1, 0).

>
>

sen 0 = % entonces y=sen 6 Px, )

9 >

cos 0 = % entonces x=cos 6 K‘/(L 0)

La equivalencia entre radianes y grados es;
arrad = 180°
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T T T 2 5 7 4 3 5 11
6|0 = = = = - ™ -7 | -7 | =7 -7 | —7 | 2w
6 3 2 3 6 3 2 6
y
A A
y 1
%77 %77 %77 %77 %77 2
T T T 2 5 A
5 3 2 3" §7 7 o
-1
Secuencia didactica
e ¢COmo se llama la gréfica obtenida?
» ¢Cuales son los valores maximo y minimo de la funcién?
» Escribe el intervalo de variacion de la funcién obtenida.
» ¢Qué vaa ocurrir con la grafica cuando 6> 27?
» Describe qué otros fendmenos fisicos observan este comportamiento periodico
» Obtén la gréfica correspondiente a la variacion x de la rueda. ;Como se llama la grafica?
x N A
1
1, 4, 3., 5. 1
67 37 27 3" % 2
ol T T 2 S5 9
6 3 2 3" 6" T
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Graficas de las funciones seno y coseno

Ya hemos estudiado en secciones anteriores que la grafica de una funcién nos
auxilia para tener una imagen mas objetiva y comprensible del comportamiento
de ésta. Con este fin, ahora vamos a trazar las gréaficas de las funciones seno y
coseno y de algunas de sus transformaciones.

Para bosquejar las graficas mencionadas debemos tener en mente el circulo
unitario y que la posicién de un punto P (x, y) que se mueve sobre éste repite sus
valores cada 27 radianes, es decir el desplazamiento es periddico, por tanto se
concluye que dichos valores no cambian al sumar cualquier maltiplo entero n de
2. Es decir, si 6 es el desplazamiento angular

sen(f + 2n7) = sen 6
cos(6 + 2nar) = cos 0
Por tanto, las funciones seno y coseno son periddicas. Esto significa que si

existe un ndmero positivo p llamado periodo tal que f (6 + p) = f (6) para toda 6
la funcion se repite cada periodo p.

Periodicidad del seno y coseno

La funcidn seno repite sus valores en un periodo 27:
sen(é+ 2r) = sen 6
La funcidn coseno repite sus valores en un periodo 27:

cos(6 + 27) = cos 0

Para trazar las gréaficas del seno y coseno elaboramos una tabla como la
siguiente y enseguida unimos con una linea suave los puntos obtenidos y de
acuerdo a la propiedad de periodicidad que tienen con periodo 27, obtenemos
las graficas completas continuando el mismo patron a la derecha y a la izquierda
para todo intervalo siguiente de tamafio 2.

T T T 2 7 4 3 5 11
6 0 = = = - - T - —Tr —Tr —Tr —T 2T
6 3 2 3 3 3
senf | O 1 ﬁ 1 ﬁ 1 0 == —ﬁ -1 —ﬁ 1 -0
2 2 2 2 2 2 2 2
cosg | 1| B L o [ LB LB g [ LB
2 2 2 2 2 2 2 2
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yl A y=sen 6

NI

[ € Periodo 27 44

4 y=cos 6

AT A
N LAT N

[€—— Periodo 271-

Y

V

NN

Transformaciones de las graficas de seno y coseno

Ahora estudiemos como se transforman las graficas ordinarias de las funciones
seno y coseno. Estas graficas son muy Utiles en el tratado de situaciones fisicas
como la que vimos al inicio del tema.

Ejemplos

Traza las gréficas de cada una de las funciones siguientes.
a)y=2+senx b)y=-cosx c)y=2senx d)y:%senx

Solucién:

a) La grafica de y = 2 + sen x es igual que la funcion estandar de
y = sen X, pero trasladada 2 unidades hacia arriba.

YA

y=2+sen x

\ AN

x

(Continta)

183
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(Continuacién)
b) Lagraficadey =—cos x es la reflexion sobre el eje x de la funcién

estandar de y = cos x.

YA
y =—Cos X

S 2%

¢) Lagréfica dey =2 sen x es un alargamiento vertical y se obtiene
multiplicando la coordenada de cada punto por 2.

YA
y=2senx

- 1 . .
d) La grafica de y =—sen x es una contraccion vertical por un fac-

tor de l.
2

YA
y= %sen X
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Evidencias de aprendizaje

1. Escribe en el recuadro en blanco la ecuacién que le corresponda a cada

grafica.
a) y:3|senx| b) y = -3 senx c)y=-1+3senx
d)y=-1+2senx e)y=-1+3cosx f)y=1+2cosx

YA yA yA

SR
P
X W\

2. Traza la grafica de cada funcién.

a)y=3|cosx| b) y =-3 cos x c)y=-1+3cosx
YA y A yA
1 1 1
0 > 0 > 0 Xy
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Amplitud de las funciones seno y coseno

En general para las funciones
y = Asen x y y = A Ccos X
El valor | 4| se conoce como la amplitud de la funcién y es el valor maximo

gue ésta puede tomar. Observa la figura que muestra las gréaficas de y = A sen x
para diferentes valores de A.

y = sen x

y = -2 sen x

Periodo de las funciones seno y coseno

Ya vimos que las funciones seno y coseno se repiten en un periodo de 277, las
funciones

y = A sen kx y y = A cos kx para k>0

completan un periodo de acuerdo al intervalo 0 < kx < 277, 0 bien dividiendo la
desigualdad entre k,

0<x<2T.
k

Esto significa que las curvas tipo seno y las curvas tipo coseno completan un

. 2
periodo conforme x toma valores entre 0 y 777
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Amplitud y periodo de las curvas tipo seno y tipo coseno

Las curvasy = Asen kx y y = A cos kx para k > 0 tienen una amplitud |A| y un

. 2ar
eriodo —.
P k

Para una mejor comprensién observa las gréficas de un periodo de la funcién
y = A sen kx para diferentes valores de k.

y A
A-L

| | | | | | |

0 ‘ 1 1 1 1 1 >

T T 3 A7 5

AL
1 \ 2
y=Asen2x y=Asen x y=Asen3X y=AsenEX
Ejemplos:

1. Determina la amplitud y el periodo de cada una de las funciones
siguientes, y traza su grafica.

a) y = 3sen 2x b)y=—ZSenéx

Solucién:

a) Lafuncion esy = 3 sen 2x, tiene amplitud | 4= 3 y periodo = 2777 =
27

2

o

y=3sen 2x

ENAWA
/ 27
y =3 sen 2x 0 I I

Periodo

(Continta)

Bloque 8
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(Continuacién)

b) Lafunciones y=-2sen %x, tiene amplitud | 4]=|-2|=2

eriodo—z—w—z—w
yp ~ 1
3
YA
2
0 I I
T 2
-2
Pe

riodo

Evidencias de aprendizaje

Xy

1. Determina la amplitud, el periodo y la ecuacion de la grafica dada.

Grafica

Amplitud

Periodo

Ecuacion

a)

YA




2.
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c)
YA
0 —f——
T 2 T A7 X
R o) I
Determina la amplitud, el periodo y traza la gréfica de la funcién dada.
Grafica Amplitud Periodo Ecuacion
a) y=-3co0s lx
2
YA
| | | | >
I | | | ;(
0 T 27 37 A

b) y=3cos2mx

YA

x Y
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Y4

c) y:—35en§x

xY

Traslaciones horizontales de senos y cosenos

Las graficas de funciones de la formay = A sen k(x + b) y y = A cos k(x + b) son
curvas trasladadas horizontalmente de la siguiente forma: si b < 0 la traslacion es
a la derecha b unidades, si b > 0 la traslacién es a la izquierda b unidades.

Traslaciones horizontales de senos y cosenos

Las curvasy = A sen k(x + b) y y = A cos k(x + b) para k > 0 tienen una
amplitud |A| un periodo 2% y un corrimiento de fase b a la derecha o a la

izquierda segln b sea menor 0 mayor a cero respectivamente.

Ejemplos:

1. Determina la amplitud, el periodo y el corrimiento de fase de
y =3 sen(x — ) y traza la grafica.

Solucién:

. . 2 2
La amplitud es |A|=|3|=3, el periodo es %zTﬂ-zhr y como

b = —, entonces el corrimiento de fase es 7 unidades a la derecha.
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y=3sen (x-m)

Determina la amplitud, el periodo y el corrimiento de fase de

y= 2cos%(x + %77) y traza la gréfica.

Solucién:

. . 2 2
La amplitud es |A|=|2|=2, el periodo es 777=T7T=47T y como

2

3 - 5 . N
b= Ew, entonces el corrimiento de fase es EW unidades a la izquierda.

_%77'
y:ZCOS%X+%7TI
y A
2
| 27 | +
T T T ”
- \0 / 37 47
_2 \/
y:2coslx
2

Evidencias de aprendizaje

1. Determina la amplitud, el periodo, la ecuacion y el corrimiento de fase de la

grafica dada.

191
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Grafica

Amplitud

Periodo

Corrimiento

a)
YA

1 1 1 >
T 2 3 A 57 X
I .
Ecuacion
b)
YA
3
0 0 I 27 3r X
e ) R
Ecuacién
c)
y‘t
5L--

S

Ecuaciéon
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Determina la amplitud, el periodo, y el corrimiento de la funcion y traza la

gréfica de un periodo.

193

Grafica

Amplitud

Periodo

Corrimiento

a) y=-3cos(x—m

YA
| | | | >
| | | | )'(
0 ™ 27 37 A7
b) y=3sen2(x+—77)
Yy A
| | >
| | -~
0 T 2
1
C) y=-3sen—|x——
2
YA
| | | | -
I I I I ;
0 T 27 37 47
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Frecuencia de las funciones seno y coseno

La frecuencia de las funciones seno y coseno es el reciproco de su periodo y se
mide en ciclos por unidad de tiempo. Esto significa que si el periodo se calcula

2 .
con 7 entonces la frecuencia es:

. k. . .
Frecuencia = gy ciclos por unidad de tiempo
v

Aplicacion. Resorte en vibracion

El desplazamiento de la masa suspendida en un resorte como el de la figura esta
dado por

y=6sen4drt

donde y se mide en pulgadas y t en segundos. Determina la amplitud, el periodo
y la frecuencia del movimiento del resorte.

Solucién:

Este tipo de fendmeno en fisica se conoce como movimiento arménico simple y
la amplitud, periodo y frecuencia son

Amplitud =|4|=|6|=6. Periodo = i—: = % segundos.

. 47 .
Frecuencia = Py 2 ciclos por segundo.
ar

YA

0 |

NIAVEAVIRVERVA

~Y

>0
Equilibrio - -~ g ___ F __Iy
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Evidencias de aprendizaje

1.

Una masa esta suspendida de un resorte como se muestra en la figura. El re-
sorte se comprime una distancia de 4 cmy luego se libera. La masa regresa al

punto comprimido después de > segundo. Si el movimiento de la masa esta

dado por la ecuacion y = 4 cos k t. Determina la ecuacion del movimiento, la

amplitud y la frecuencia.

Un masico con su tuba musical produce un sonido que se conoce como un mi
puro, y esta dado por la ecuacion

V(t)=0.2sen 807t

donde V(t) es la variacion de presion de la presion normal en el tiempo t me-
dida en libras por pulgada cuadrada. Determina la amplitud, el periodo y la
frecuencia del sonido. Si el masico incrementa el volumen de la nota. ;Qué
ocurre con la amplitud de la grafica?

Bloque 8
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La grafica muestra la lectura de un osciloscopio de la variacién del voltaje de
una corriente alterna producida por un generador simple.

a) Determina el voltaje maximo.

b) Determina la frecuencia (ciclos por segundo) del generador.

¢) Calcula el nimero de revoluciones por segundo del generador.

d) Escribe una férmula que describa la variacion del voltaje como una fun-
cién del tiempo.
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 8

Considera tu desempefio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la

accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

0 Nunca

5 Algunas veces

10 Siempre

CONOCIMIENTOS

Después de estudiar el bloque, ¢adquiriste los conocimientos que te permiten

« comprender las funciones trigonométricas seno y coseno?

« definir la amplitud, el periodo, la frecuencia y la fase de una
funcion senoidal?

* reconocer e interpretar la grafica de una funcion senoidal?

HABILIDADES

Al finalizar el bloque, ¢desarrollaste las habilidades que te permiten

* obtener casos particulares de funciones senoidales a partir de
modelos generales?

 determinar la amplitud, la fase, el periodo y la frecuencia de
funciones senoidales particulares?

« distinguir situaciones en las que es posible aplicar un modelo
senoidal para su descripcion y estudio?

« aplicar las funciones senoidales en la resolucion de problemas?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.4. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes

categorias:
Menos de 59 60 a 69 70a79 80a89 90 a 100
Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte con respecto a las actitudes y valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion

con los demas y con el medio ambiente al estudiar el tema.

Bloque 8
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Bloque 1, pagina 12.

1. b) f(x)=+x+2, c) Multiplicar por 2, sumar 1y extraer raiz cibica atodo, d) f(x)=9-x>,
e) Multiplicar por 2, restar 1y extraer raiz cuadrada a todo, f) f(x)=2x-x>,

g) Elevar a la cuarta potenciay restar de 1, h) f(x)=2x>+3, i) Dividir entre 3y restar 5,

) f()=37-3x.

3.8) A(x)=8x—x*, b) A(x)=§x2, Q) Ay =6r*

Bloque 1, pagina 17.

1. Primera grafica: si es funcion, dominio: —=3<x <2, rango: —1.2< f(x) <2.
Segunda gréfica: no es funcidn, dominio: -2 < x <2, rango: -2 < f(x) < 2.
Tercera gréfica: no es funcion, dominio: —=3<x <2, rango: -3 < f(x) < 2.
Cuarta gréfica: si es funcion, dominio: —=3<x <2, rango: -2 < f(x)<2.5.

3. Primera grafica: dominio: —oo < x < 0.
Segunda gréafica: dominio: -3 < x <3.
Tercera gréfica: dominio: —eo < x < oo,

Cuarta gréafica: dominio: —eo < x < oo; x # 2.

Bloque 1, pagina 19.
1. —x si x<0 3 1
f(x)=9 xsi 0<x<2
2 si x>0
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Bloque 1, pagina 26.

1 f(0)=0, f(2)=4, f(4=0
Dominio: —ce < x < o
Intervalos de crecimiento: —oo < x < 2.
Intervalos donde decrece: 2 < x < oo.

3. f(=D=2, f(0)=0, f()=-2
Dominio: —eo < x < oo
—co<x<—1

Intervalos de crecimiento:
l<x<oo

Intervalos donde decrece: -1 < x < 1.

Bloque 2, pagina 38.
L /M=0, /'@=-1y /'G)=-=2

3. ng(F—32)

Bloque 2, pagina 42.
Loa) f(x)=|x-1-1 b) g(x)=|r~2|
YA YA

XVx

tad 4

3. C (x)
20 si 0<x<1 60 —*
30 si 1<x<2 50 NG
C(x)=140 si 2<x<3 40 T
50 si 3<x<4 0 T
60 si 4<x<s 2
) 0 1 2 3 4

Kildmetros



Bloque 2, pagina 47.

L oy=Na’+1-3, y=y(x=3+1, y=—Vx"+1,

A

—

'

YA
p
/

Soluciones

y=y@+1)’+1-2, y=2vx"+1

YA

—

*— \_t; 2= ,—-—05 *—
]
b ot — SEL
5. y=|x|—1, y=||x|—1|.
Bloque 2, pagina 52.
1.
. Funcion . ya
Operacion Dominio
resultante
f+g X +x*+2x-1 —co< X < oo .
X
f-g X =x"+2x+1 —co< x < oo
1
= —+
/4 X +x—2x —o< x <00 /\ =5
S X +2x —00 < X < o0
8 x* =1 x#=*l
Bloque 2, pagina 55.
1.
f(x) g(x) (fo g)(x) (gof)(x) (fo F)(x) (g-9)(x)
2—X 3x+2 8 — 3x X 9x + 8
x? 1-x 1-x 1-x? X' 1-+1=-x
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YA ~ xz (6—x)2
[\
/
I X
|
fl{g)(x)
Bloque 2, pagina 56.

1.a) d=vt=360t b) s*=(1.6)*+d’ c) s> =(1.6)" +(360¢)° 3. V= %w v

Bloque 3, pagina 66.
1. m=% y b=2; m=—§ yb=6;, m=0y b=4.
1 2
3. a) f(x)=§x+l b) yzgx C) k(x)=3
y A y A y A
X x X
5. b) T=-40
C F 80 =
=
=30 -22 0
-20° —4°
0
-10° 14°
0° 32° 40
10° 50° e0 -
20° 68°
-40
30° 86°




Soluciones

Bloque 3, pagina 74.

1 yA yA yA
glx)=(x+2)2-1 hix)=—(x-1)2+3 fix)=2(x+1)2-2

3. yA yA yA

ERVARRVA A S
VAR v

glx)=(x-12-2 fix)=—(x+2)2+3 hix)=-2(x+1)2+3

Y

Xy

X

Bloque 3, pagina 77.
1. f(x)=(x+2)* -3, Minimo (-2, -3)
3. h(x)=-2(x+1)* +3, Maximo (-1, 3)

Bloque 3, pagina 80.
1. a) x=55; y=55. 3. h(t)=44.1 metros 5. x=20 articulos.
Metros
A
40 RN
4 \
30 / AN
/ \
20 ’ \
/ \
10 |/ v
/ \

0 1 2 3 4 5 6
Segundos

203
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Bloque 4, pagina 92.

1 y=(x+3)-1, y=(x-2-1, y=(x+3)*, y=—x*+3

3. yA yA vA

il

Xy
Xy

\J

3) {y—>—<>o Si x = —oo b {y—)—w SI X — —oo c {y—>+<x> Sl Xx = —o0

Yy — 400 sl x> 400 Y400 sl x> 400 y—>+oo sl x> +oo

S Vix) 7. V(x) = 4x(10 - x)(20 - x)
A
500
400
300
V(x) = 24 x% - 2x°3
200
100
0 2 4 6 8 10  x

Bloque 5, pagina 106.

1.a) P(2)=8 b) P()=-3, c) P(-3)=-197, d) P(-1)=-2, €) P(-2)=7
3.8 Px)=(x+3)(x+D(x-1), b) P(x)=x(x+D)(x-3)(x-1),
c) Px)=x(x+2)(x-3), d) Px)=x(x+3)(x+1)(x-2).

Bloque 5, pagina 108.

21 3. X4+t +4Ax+T+
x—=2 x—2

1. x> +4x+10+

Xy
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Bloque 5, pagina 112.
1. 2oy, 23 P(x)= (x+3)(x = D(x+1)
q
3. Lot +2, 24 P(x) = (x=2)(x = )(x +1)(x +2)
q
5. Lo+, +2, +4 P(x)=(x=2)(x—1)*(x+2)
q
Bloque 5, pagina 117.
Ejercicio 3
3
L x=#3i, 3 x=+7i, 5 x=%l, i, 1. x=-2 1430, 9. x=+J=2i, ++2i.
Bloque 6, pagina 129.
la
Intersecciones con x Intersecciones con y Asintotas verticales Asintotas horizontales
x=2 y=-2 x=1 y=-1
1b
Intersecciones con x Intersecciones con 'y Asintotas verticales Asintotas horizontales
x=-1 y=1 x=-1 y=2
1c
Intersecciones con x Intersecciones con y Asintotas verticales Asintotas horizontales
x=0 y=0 x=-2,x=3 y=1
1d
Intersecciones con x Intersecciones con y Asintotas verticales Asintotas horizontales
x=-2, x=2 y=4 x=-1,x=1 y=1
3a
5 Intersecciones con el eje x
P
fa)=—"— -
(x+3)(x—1) A

Intersecciones con el eje y

y=3%

Asintotas verticales

x=-3, x=1

<y

Asintotas horizontales

y=0
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3b

x(x+3)

IO = s ar2)

sccoocoooc|bogocsooss

Intersecciones con el eje x

x==-3,x=0

Intersecciones con el eje y
y=0

Asintotas verticales

x=-2,x=3

Asintotas horizontales
y=1

Bloque 6, pagina 134.

la

Intersecciones con x

x=-2,x=2

Intersecciones con y

y=4

Asintotas verticales

x=1

Asintota inclinada
y=x+1

1b

Intersecciones con x
x=0

Intersecciones con y
y=0

Asintotas verticales

x=1

Asintota inclinada
y=x+1

1c

Intersecciones con x

Intersecciones con y

Asintotas verticales

Asintota inclinada

x=0 y=0 x=-1,x=1 y=Xx
Aplicacién 1.
Costo promedio = 0.26 dblares
Costo promedio
24
1
0 200 400 600 800 1,000

Numero de productos
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Bloque 7, pagina 145.
1. a=3y x=2,portanto f(x)=3"; a=% y x=—2,portantof(x)=[%) .
3a 3b 3c
yA vA yA
,/ > \ > '\ R
X % ;
S YA YA yA
flx)=57% f(x) = 5 fix) =5*3
X ; ;
Bloque 7, pagina 153.
1.
Periodo de composicion | Tasa n Valor de la inversion después de 5 afios
Semestral 8% 2 A=10,000(1 +%)(2)(5) ~$14,80245
3.
Numero de aios (1) n Valor del préstamo al final de £ afios
4 $51,545.60
5 2 $59,014.50
10 2 $116,090.50

5. $4,915.85 por mes con la mejor inversion.
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Bloque 7, pagina 155.

1. Latasa de 11.5% calculado semestralmente. 3. P =$83,527.

Bloque 7, pagina 157.

1.a) r=05 b) n =500, c) Aproximadamente 2,241 bacterias.

3. Aproximadamente 7,920 millones. 5. Aproximadamente 9,110 venados.
Bloque 7, pagina 162.

1
1 a) 2°=16, h) 3*=81, c) 42=2, d)

=6, e €=x-1, f) &=u.

3.a) x=16, b) x=100, c) x=2, d) x=36, e) x=e,

5. a) x>—§, b) x<-1, x>1, ¢) x>1, d) x<2,
7. a) b)

y A y A
Bloque 7, pagina 167.

1. x=1.7227, 3. x=-43.0676, 5. x=31.7,

Bloque 7, pagina 170.

7. X=-2,X=3,

f) x=27.

c)

v A

LA

1. El dinero se duplicara en 11.73 afios. 3. La tasa de interés fue de 10.39%.

5.a) r=12%, b) n(5)=12.742039 millones de peces,

7. Aproximadamente fue 2 veces mas intenso.

C) t=652 afos.

Xy



Bloque 8, pagina 183.

1.
YA yA YA
1 2 1
T - 0 T 27 0 /
-1 -1 -1
y=-3sen x y=|3senx|
5.
yll ylk yA
y=-1+3cos x y=-1+2senx A
™ 27 x ™ 27/ x
-1 /’I =1

Bloque 8, pagina 186.

1. Primera grafica: Amplitud =2, Periodo=4m, y=2sen—x.

Segunda gréfica: Amplitud =3, Periodo=5m, y=3sen=x.

Tercera grafica: Amplitud =5, Periodo=4m, y=5cos—x.

Bloque 8, pagina 189.

Soluciones

209

y=-1+3sen x

y=1+2cos x

1. Primera gréfica: Amplitud =2, Periodo = 47 , el corrimiento de fase es 7 unidades a la derecha.

Segunda gréfica: Amplitud =3, Periodo = 44 , el corrimiento de fase es 7r unidades a la izquierda

Tercera gréafica: Amplitud =5, Periodo = 44 , el corrimiento de fase es T unidades a la derecha.

Yy X
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Bloque 8, pagina 193.

1. y=4cos 47t, Amplitud = 4, Frecuencia = 2
3. a) 40volts, b) Frecuencia = 40 ciclos por segundo,
¢) 40 revoluciones por segundo, d) y =40 cos 807t.



Formulas matematicas

ALGEBRA
OPERACIONES ARITMETICAS
a
a(b +¢)=ab + ac atb_a b a_c_ad+hc b _ad
c T | v dT nd < " he
d
EXPONENTES Y RADICALES
ama"=am™ am _ g @m"=am a"= £
an a"
(ab)" = anbn o= 2_ Vab=Va Vb |amn=Var=(Va)

Ra-VTa- Va

FACTORIZACIONES ESPECIALES

a2~ b? = (a + b) (ab)

@+ b° = (a+b)(@—ab + b?)

a3_b3:

(a-b) (a2 +ab + b?)
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PRODUCTOS NOTABLES
(a+ b)>=a%+ 2ab + b? (a+ b)® = a® + 3a% + 3ab? + b?
(a—b)?=a?2-2ab + b? (a—-h)®* =a®-3a%h + 3ab?-b°

Teorema del Binomio

+ b n — a n 1 n—lb + 1 n—2b2 4 eee 4 d bn—lbn
@+b)={gja"*{)a 2)2 n-1)2

ny n! L
donde r —m y nl=1-2-3--(n=-1)n
FORMULA CUADRATICA VALOR ABSOLUTO
Siax? + bx + ¢ = 0, la solucién Para toda a > 0, entonces
para X es

|x| = a significaque x=a o x=-a

‘= —-b = Vb?-4ac |X <a significaque -a<x<a

2a |x| >a significaque x>a o x<-a
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FIGURAS GEOMETRICAS ELEMENTALES

Triangulos Circulos Sector de circulos
. 1 ; . 1
Area = 1bh = —absen 6 Area = 7r? Area = Erze s=r6
2 2 Perimetro = 2#r
- W\ r 5
0 |
b
;
Esfera Cilindro Cono
4 .
\Volumen = §7Tr3 Area = 27rrh + 27r? \Volumen = %Wl’zh
. — 2
Area = 4712 \Volumen = 7rrh
o—r> Jﬁ 4

TRIGONOMETRIA

TEOREMA DE PITAGORAS

En un triangulo rectangulo la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la

hipotenusa.

cateto? + cateto? = hipotenusa?

b* +c?=a?
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sen?d + cos?h =1

%
\

SISTEMAS DE MEDIDAS DEFINICION DE FUNCIONES
DE ANGULOS TRIGONOMETRICAS
180° = 7 radianes i :i . iﬂ
s =r6 (6 medido en radianes) P 'P
op ady we
s tan 6 = —— cotg=—— op
ady op
A - . 9
sech= P e 6?=m ady
ady op
CiRCULO TRIGONOMETRICO LEYES DE SENOS Y COSENOS
X4y =1 Ley de senos. Los lados de un tridangulo son proporcio-
y nales a los senos de los angulos opuestos
senezizy a b ¢
X senA senB senC
cos 6 = 71X

Ley de cosenos. El coseno de un angulo es igual a

la suma de los cuadrados de los lados que lo forman
menos el cuadrado del lado opuesto, todo dividido entre
dos veces el producto de los lados que lo forman

A b2 + ¢? - a2 B
COSA=——F—7
2bc
az+c?—b? c a
cOSsB=——7——
2ac
c a?z+b*-c? - ¢
cosC=——F7—7—
2ab
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GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y y = senx
1

Y

N

y

1
0

1

\/ 2m X 0 o w2
| \ N N
IDENTIDADES FUNDAMENTALES
sen 6@ cos 6 1
sen?6 + cos?0 =1 tang=—— ctg 6 = sech = ——
cos 6@ sen @ cos 6@

1
cscld=——
ené

sec?d =1 + tan?6

csc2d =1 + ctg? 0

sen 6§ = cos(90° — 6)

cos 6 = sen(90° - 6)

tan 6 = ctg (90° - 6)

sen(—6) = —send

cos(—6) = cos 6

tan(-6) = —tan 6

FORMULAS DE ANGULOS DOBLES

€0S2X = C0S?X —sen’x = 2 cos?—1 = 1 — 2 sen’

Sen2x = 2senx cosx
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FORMULAS DE SUMA Y RESTA DE ANGULOS

sen(x +y) = senx cosy + cosx seny

COoS(X + y) = COSX COSY — senx seny

sen(X —y) = Senx cosy — cosx seny

COS(X —y) = COSX COSY + senx seny

) e tanx + tany ) _ . ftanx—tany
an(x +y) = 1-tanx tany anix=y) =77 tanx tany
FORMULAS DE MEDIO ANGULO
1 - cos2x 1 + cos2x
sen’x = — COS?X = —

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

y=senx = x=senly

y =C0SX = X =cosly

y=tanx = x=tanly

y=ctgx = x=ctgly

y =secx = X =secly

y =CSCX = X =cscly




Férmulas matematicas
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Distancia de A(x,, ¥,) a B(x,, Y,)

Divisién de un segmento AB en una razén r

d=|AB|=\/(xz—x1)2+(y2—y1)2

r#l
_xtm, oyt
1+r 1+r
B
P
A

Punto medio »=1

X +Xx +
=2l y:yl Y
2 2
B
PM
A

Pendiente de la recta que pasa
por A(x,, ¥,) Yy B(X,, y,)

Ecuacion de la recta que pasa
por P,(x,, y,) y pendiente m

Ecuacion de la recta de
pendiente m y ordenada

en el origen b
_NTh y-y, = m(x—x,) y=mx+b
X, =%
B
m
(0, b)
m
A Px;, vy
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CiRCULOS
Ecuacién del circulo con centro en (h, k) y Ecuacién del circulo con centro en el origen
radior. yradior.
(x—=h)? + (y —k)? = r? X4y =12
ELIPSES

Ecuacién de elipse con centro en el origen y
eje focal, el eje x.

2 2 yA
X
_+y_=1

A
a b

Ecuacién de la elipse con centro en el origen
y eje focal, el eje y.

x_2+y_2—1 y“V
2 2 T
b a F
X:
E’
v’

Ecuacion de elipse con centro en C(h, k) y
eje focal, paralelo al eje x.
2 2
(=)  (v=#)

+ =1
a* b’

yA

>|---
Xy

Ecuacion de elipse con centro en C(h, k) y
eje focal, paralelo al eje y.
2 2
(x=h)  (v=#)

b’ i a =

:.___
Xy
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